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den Korrekturen den beim Druck für sie verwendeten Raum nicht zu 
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FOLGE, 1930, BAND’, HEFT6& 


Zur Optik der Reflexion von Réntgenstrahien 
an Kristallen. V 


(Fortsetzung von Bd. 6. 8. 824. 1930) 
Weitwinkeldiagramme 
Von H. Seemann 


(Mit 16 Figuren) 


Das bisher behandelte Erzeugungsverfahren der „voll- 
ständigen Spektraldiagramme“ benutzte fächerförmige Strahlen- 
bündel, die durch ein punktförmiges oder nahezu punktförmiges _ 
Diaphragma ausgeblendet wurden. Die Strahlenfächer waren 
jedoch nicht allzu flach, da andernfalls die Spektren zu schmal 
geworden und die Spektrallinien fast als Punkte erschienen 
wären. Für die Erkennbarkeit der Linien und ihrer Richtung 
in den Spektren ist es unbedingt erforderlich, daß die Spek- 
trallinien in genügender Länge auftreten. 

Es „handelte sich also praktisch um flache, räumliche, 
homozentrische Strahlenbündel, die entweder durch Benutzung _ 
eines sehr breiten Brennflecks und eines sehr nahe gerückten 
Diaphragmas (bzw. Schneide) erzeugt werden können oder 
durch Schwenkung der Aufnahmekammern oder der Strahlen- 
quelle um eine feste Achse, die im allgemeinen durch das 
Diaphragma bzw. die Schneide läuft. 5 

Vergrößert man die räumliche Ausdehnung des Strahlen- 
fächers senkrecht zu seiner Symmetrieebene erheblich, so ver- 
breitern sich sämtliche Spektren im gleichen Maße so =. 
daß die Spektrallinien sich gegenseitig überschneiden. Ihre __ 
Kurvenform tritt hierbei deutlich hervor. Vergrößert man den 
räumlichen Winkel allseitig auf nahezu 180°, so entstehen n 
Stelle der bisherigen Kegelschnittsegmente vollständige Kreise, 
Ellipsen und Hyperbeln, jedoch von der Parabel nur die par- 
allelen Enden. Die reflektierten Strahlenbündel bilden keinen 

Annalen der Physik. 5. Folge. 7. 
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Kreiskegel, sondern eine ähnliche Regelfläche. In den Figg. 10 
bis 13, 15 und 16 sind derartige Diagramme, die durch Re- 
flexion von Kupfer-K-Strahlung an Steinsalz gewonnen wurden, 
wiedergegeben.) Nur bei dem speziellen Fall der Reflexion an 
der zur Spaltfläche parallelen Strukturfläche, der bereits in 
dem früheren Teil II?) dieser Arbeit behandelt wurde, ist das 
reflektierte Strahlenbündel ein Kreiskegel. Die an erwähnter 
Stelle für diesen Fall benutzte Figur mag hier in Fig. 1 
nochmals in etwas veränderter Form wiedergegeben werden. 


Reflexion an (001) 
Fig. 1 


Die punktförmige Strahlenquelle F liefert ein räumliches 
Weitwinkelbiindel, von dem nur der Kegelmantel FA’ C’ B’ D’ 
unter dem Reflexionswinkel auffällt und nach oben reflektiert 
wird. Das reflektierte Bündel ist der Mantel eines Kreis- 
kegelstumpfes 4’C’B’D’ACBD, dessen Spitze in S liegt. 
S ist das Spiegelbild von F. 

Bringt man in die Ebene AC BD eine photographische 
Platte, die vor direkter Bestrahlung von F aus geschützt ist, 


1) H.Seemann und O. Kantorowicz, Naturwissenschaften. 18. 
S.526. 1930. Heft 22; H. Seemann, O. Kantorowiez und K.F. 
Schotzky, Nature. 125. S.853. 1930. Nr. 3162. 

2) Ann. d. Phys. 53. S. 491. 1917. 
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Zur Optik der Reflexion von Röntgenstrahlen usw. 635 
so entsteht eine kreisférmige Spektrallinie ACBD, wie sie 


auf den Diagranımen Figg. 10, 12 und 13 klar hervortritt. 
Dasselbe gilt von einer Projektionsebene parallel der be- 
schriebenen (Figg. 15 und 16). Neigt man die Projektions- 
tläche gegen die dargestellte Ebene ACBD, so entstehen in 


bekannter Weise Ellipsen, Hyperbeln und auch Parabeln als _ 


Projektionsfiguren der Spektrallinien. 
Ganz anders wird das Erzeugungsverfahren der Reflex- 


figur einer Spektrallinie, wenn die Spiegelung an den schief _ 


Reflexion an (013) 
Brennfleck F in der Ebene ACBD des Films. 


Fig. 2 


zur Oberfläche eines Kristalls liegenden Strukturflächen statt- 
findet. Auch in diesem Falle, der in Fig. 2 dargestellt ist, 
bilden die zur Reflexion gelangenden Strahlen des gesamten 
einfallenden räumlichen Strahlenbündels einen Kreiskegel, 
dessen Schnittfigur mit der Oberfläche gewöhnliche Kreis- 
kegelschnitte sind, in der Figur eine Ellipse. Das von diesem 
Kegelschnitt ausgehende reflektierte Strahlenbündel dagegen 
bildet keineswegs einen Kreiskegel, sondern eine komplizierte 
Regelfläche, deren Querschnitt an ihrer schmalsten Stelle eine 
Ellipsenkurve S, S, ist (vgl. S. 638). Die Verlängerungen der 
reflektierten Strahlen A’ A, B’B, C’C, D’D über A’C’ B’ D’ 
hinaus schneiden sich paarweise auf dieser BER, das Paar 
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A’A und BP’ in S, und das Paar CC’ und DD’ in S,. AB 
ist die groBe Achse und CD die kleine Achse der Projektions- 
figur in der Ebene von F. Sie ist eine Ellipse, die aber der 
Ellipse A’C’ B’ D’ nicht ähnlich (perspektiv) ist. Das Achsen- 
verhältnis der Reflexkurve (Isokline) auf der Oberfläche des 
Kristalls ist ein anderes als das der projizierten Ellipse. Die 
reflektierende schiefe Strukturfläche ist. durch drei Schnitt- 
linien Imn am Kristall gekennzeichnet. 

In Fig. 3 ist der Hauptschnitt AB S, der projizierenden 
Regelfläche in seiner Lage zum Kristall K gesondert ge- 
zeichnet. Außerdem sind die Lote auf die reflektierenden 
Strukturflichen mn und die Winkelhalbierende NS, des Re- 
flexstrahlenpaares A A’ und BB’ eingetragen. 

Das Spiegelbild des strahlenden Punktes F an der schief 
reflektierenden Kristalloberfläche ist der Punkt S,. Die Winkel- 
halbierende NS, steht senkrecht auf der Strukturfläche. Die 
tatsächlich reflektierten Strahlen FA’A und FB’B bilden 
gleiche Winkel mit den Loten A’ R bzw. B’Q. 

In Fig. 4 ist der kleine Hauptschnitt CC’S,D’D der 
Fig. 2 wiedergegeben, der folgende Beziehungen zu dem großen 
Hauptschnitt Fig. 3 hat: Der Winkel CS,D ist gleich dem 
Winkel 4S, B, ebenso CC’F gleich AA’F und FD’D gleich 
FB'B. Die Winkelhalbierende FS, liegt in der räumlichen 
Fig. 2 parallel zu der W inkelhalbierenden S,N. Beide sind 
in Fig. 2 nicht vollständig eingetragen, um die Übersichtlich- 
keit der Figur nicht unnötig zu beeinträchtigen. Sie sind von 
S, bzw. S, aus einander parallel innerhalb der Ebene ABS, 
liegend zu denken. 

In Fig. 4 ist der kleine Hauptschnitt CS, D in der Ebene 
des großen Hauptschnittes 4 BS, derart (Fig. 2) um 90° um- 
gelegt dargestellt, daß die Winkelhalbierende F'S,, die auf der 
Strukturfläche senkrecht steht, in derselben Neigung gegen 
die Kristalloberfläche liegt wie bei dem großen Hauptschnitt 
der Fig. 3. Kombiniert man die Figg. 3 und 4 unter Fort- 
lassung aller unwichtigen Linien, so entsteht die Fig. 5. 
Das Dreieck CS,F ist der halbe kleine Hauptschnitt der 
Fig. 4, der um FS, als Achse in die Ebene des großen 
Hauptschnittes AS,B umgelegt ist. Verschiebt man dieses 


Dreieck BE sich selbst so weit nach rechts, daß F S, und 
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Größen berechnet oder konstruiert werden 
Wenn auf dem Diagramm die beiden Hauptachsen 2a und 2b 
der Reflexellipse einer Strukturfliche ausgemessen sind und 
der Abstand h/2 der Projektionsfläche und der in ihr lie- 
genden Strahlenquelle F von der Kristalloberfläche bekannt 
ist, kann der Reflexionswinkel y der reflektierenden Struktur- 
fläche und die Neigung 0 dieser gegen die Kristalloberfläche 


Fig. 5 Fig. 6 


mit Hilfe der Fig. 6 konstruiert oder berechnet werden. Der 
Retlexionswinkel y ist der halbe Kegelwinkel des einfallenden 
zur Reflexion gelangenden Strahlenkegels F A’ B’C’D’. Ebenso 
ist Winkel AS,B und CS,D der Figg. 2, 3, 4 und 5 
gleich 2 y. 


Der Neigungswinkel 6 der reflektierenden Strukturfläche — ie! 


gegen die Oberfläche ist gleich dem Neigungswinkel der 


Winkelhalbierenden S,N und S,F der Figg. 3—6 gegen den 
Vertikalabstand h der Projektionsfläche vom Spiegelbild S, S, 
der Strahlenquelle F. 


Dieses Spiegelbild ist astigmatisch zu einer Ellipse ver- 


zerrt, die so zustande gekommen ist, wie Fig. 7 zeigt. Hier 


ist die 2 in Parallelprojektion senkrecht zur Kristall- 
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oberfläche dargestellt. Die Buchstaben der Fig. 7 sind die- 
selben wie die der Fig. 2. Die Querschnittskurve an der Ein- 
schnürungsstelle der erzeugenden Regelfläche gewinnt man 
aus Fig. 7 dadurch, daß man paarweise je einen Durchmesser 
der Reflexellipse und eine durch 0’ gehende parallele Sehne 
zieht, deren Endpunkte 
HH' und GG’ man ver- 
bindet und bis zu ihrem 
Schnittpunkt verlängert. 
Dieser Schnittpunkt ist 
ein Punkt der Schnitt- 
kurve der Regelfläche an 
ihrer Einschnürungsstelle. 
Für die Gewinnung der 
Winkel y und oO aus a 
and b der Projektionsfigur 
is oder umgekehrt, ist diese 
Schnittfigur S, S, unw ‚esentlich, Sie ist nur erwähnt worden, um 
zu zeigen, daß die Projektionsellipse kein Kreiskegelschnitt ist. 
Nach Fig. 6 ergeben sich die Winkel y und ö, wenn 
AB = 2a die große Achse der Projektionsellipse und CN =b 
ihre kleine Halbachse bedeutet, ferner wenn h den doppelten 
Abstand der Projektionsfläche bezeichnet, aus den folgenden 


Se 


Br Beziehungen: 


2a __sin2y 
AS, cos (y -- 0) aie 


cos 2d = — sin 2y — cos 2y. 


Weiterhin findet man aus Fig. 6: 


h 
Aus (1) und (2) ergibt sich eine Gleichung dritten 


(4) 
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1 Sie läßt sich algebraisch lösen unter Anwendung der 
pi Cardanischen Formel und hat folgende Wurzeln: 


n 3 Er 

r 

e 

e 

(4) 

m 1 

t. 

a Die Berechnung des Winkels 6 kann, wenn y aus (4) ge- 

ei funden ist, nach (1) oder (2) erfolgen. 

or Die Auswertung nach Formel (4) ist recht zeitraubend 

a und erfordert wegen der Vorzeichenfrage Aufmerksamkeit. 

ir Weit einfacher und schneller ist die zeichnerische Ermittlung 

se von y oder tgy, die sehr 

m genau ist. Sie erfolgt 

t. nach Fig.8 in folgender 

ın Weise: Man zieht zwei 

b Parallele im Abstand h 

n oder besser in einem 

n hohen Vielfachen n. h, 
da h praktisch zwischen 
20 und 3 mm zu liegen 
pflegt. Um einen be- 
liebigen Punkt N einer 
der beiden Geraden dreht man den rechten Winkel CNS, 
bzw. DNS, dessen Schenkel CN und DN man die Länge b at 
baw. n-b gegeben hat, so lange, bis der freie Schenkel N S, 
die andere Parallele in einem Punkte S, schneidet, dessen Ver- 
bindungslinie mit C und D auf der erstgenannten Geraden rok 
die Strecke 2a bzw. n-2a abschneidet. Man findet so die @ 
Strecke N S,, mit deren Hilfe man tgy = nu und cos 0 = 7 I 

n berechnet, wenn man es nicht vorzieht, „= *«CS,N direkt 


aus der Zeichnung abzulesen, desgleichen J = «NS, EL. 


Die Ausführung dieses Näherungsverfahrens dauert 
wenige Minuten, nach einiger Übung kaum eine Minute. 


bx 


Obige Auswertungen gelten zunächst nur für den Fall, 
daß die Projektionsfigur eine Ellipse ist. Je größer y und ), 
desto größer wird a/b. Bei einem gegebenen Wert von y 
wächst das Achsenverhältnis a/b mit wachsendem ö in der 
Weise, daß die kleine Achse b der Ellipse sich sehr wenig 
ändert, während a dem Grenzwert Unendlich zustrebt, wenn 
y + ö = 90° wird. In diesem Grenzfalle verläuft A S, parallel 
AB (Figg. 2—6) und A rückt von F aus gerechnet ins Un- 
endliche. Gleichzeitig bewegt sich auch S, und N von F fort 
derart, daß B gleichen Abstand von F beibehält wie A. F bleibt 
demnach im Endlichen, ebenfalls 
C (Figg. 2, 4 und 5), da y kleiner 
als 90° bleibt, solange ö endliche 
Werte besitzt. Der Punkt C ent- 
PR fernt sich erst dann von F ins 
Unendliche, wenn ö unendlich 
klein wird. 

Je größer ö, d.h. die Neigung 
der reflektierenden Strukturfläche 
gegen die Oberfläche ist, um so 
ER — kleiner bleibt CF =b auch in 
DE dem Grenzfall, in dem a unend- 

lich groß wird durch Annäherung 


von 7 + 6 an 90° 
In Fig. 9 ist eine Schar 


Zonenbild (Reflexkurven einer Ellipsen für y = 40° und ö = 0°, 
Zone) für y=40° und verschiedene 20°, 30°, 40°, 50°, 60° und 70° 


640 


to Werte von 6. gezeichnet. Man sieht, wie bei 
CS, D in Fig. 2 6 = 40° eine schlanke Ellipse 
Fig. 9 
vom Achsenverhältnis + = 2,67 


entsteht. Bei d = 50° wird y + ö = 90° und damit a unendlich 
groß, während b nur um 21 Proz. größer geworden ist. 

Von der Parabel erscheinen nur die parallelen Enden auf 
dem Diagramm. Ihr Scheitel B samt S, liegt im Unendlichen. 

Anders bei der Isoklinen 4’0’ B’D’. Sie ist ein gewöhn- 
licher Schnitt eines Kreiskegels, dessen Spitze immer in F 
stehenbleibt. Wie aus Fig. 3 am besten ersichtlich ist, rückt A’ 
bei 
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entsteht, deren im Endlichen liegender Scheitel A’ ist. Der 
von A’ reflektierte Strahl A’ A verläuft jedoch beiy+d=90° 
in der Oberfläche des Kristalls und bei weiterer Vergrößerung 
von y+ ö im Kristall selbst, so daß er die Projektionsebene 


einen ideal gewachsenen Kristall, so findet allerdings eine 
Reflexion unter 180° — y statt, da die Oberfläche alle ein- 
fallenden Strahlen total reflektiert, die dem Braggschen Sinus- 
gesetz gehorchen. A. 
Wenn (y + 0) > 90°, entstehen zwar Projektionshyperbeln, pa 7 a 
deren Mittelpunkt gleichfalls in F liegen, sie sind aber in ihrer 
Ebene um 90° gedreht gegenüber den Hyperbeln, die durch _ 
den Schnitt (Isokline) des einfallenden Strahlenkegels mit der 
Kristalloberfliiche entstehen. Beim Ubergang vom elliptischen rn 


hyperbolischen entsteht die konjugierte Hyperbelschar. Die = 
kleine Achse der Ellipsen geht kontinuierlich über in die 


nimmt unendlich große Werte an und bildet in diesem Grenz- 


Gerade bilden. Annäherungen an diesen besonders inter- — eae 


essanten Grenzfall sind in den Figg.11, 12 und 16 erkennbar. = 
Die Bestimmung von y und 6 aus den auf den — 


grammen in großer Zahl vorhandenen kurzen Hyperbelisten 
ist die folgende. 

Man sucht zunächst ein Astepaar auf, verbindet die Scheitel- 2 


einem Endpunkte eines Astes die Lote auf die Haupt- und 


punktsgleichung der konjugierten Hyperbel bilden und be- 
rechnet aus dieser Gleichung: 


(5) 


= 


Diagramme Fig. 10 bis 13 verwirklicht ist, bildet einen Spezial- en 


4 bleibt im Endlichen bei 180° > (y +0) > 90°. Nur ae 
rückt bei y + d= 90° ins Unendliche, so daß eine Parabel 


nicht treffen kann. Handelt es sich bei der Reflexion a rc 


Hauptachse der Hyperbeln, die große Ellipsenachse dagegen SS : 


fall die Nebenachse der größten Hyperbel, deren Aste parallele ae ’ 


punkte und mißt die Hauptachse 2b. Darauf fällt man von Er FR 


Schnitt der Reflexionsregelfläche mit der Projektionsebene um er 


Nebenachse, die den z- und y-Wert des Punktes in der Mittel- = 2 


| 
5 
4 
4 
| 
aen Wert tur die Mauptacnse da. vie Werte von a, 0 und 
’ . . . . . 4 
werden wie oben in die Gleichung (4) eingesetzt. ar: 
2 . . . . h 
Die hisher hehandelte Proiektion wie sie dnrch die 


H. Seemann 


Weitwinkeldiagramm von Steinsalz mit Cu-K-Strahlung. Verkleinerungs- 
maßstab 0,75. Anordnung wie in Figg. 1 und 2. Der ebene photo- 
graphische Film lag parallel der Steinsalzspaltfläche und umschloß den 
in seiner Ebene liegenden Brennfleck. Der Abstand Film bzw. Brenn- 
fleek—Kristall bei der Aufnahme betrug 19mm. Der Aquivalentabstand 
der Fig. 10 ist demnach h/2 = 14,4 mm. Der tiefschwarze Kreis ist die 
dritte Ordnung der Ka-Linien an (001) parallel zur bestrahlten Spalt- 
fläche. Die Ellipsen gehören den Oktaederzonen an 


Fig. 10 
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Erklärung zu Fig. 11: 


Weitwinkeldiagramm von Steinsalz mit Cu-K-Strahlung. Cali 
maßstab 0,74. Anordnung wie in Figg. 1 und 2 und wie bei Aufnahme 
Fig. 10 auch in bezug auf die Filmränder. Aquivalentabstand Film— 
Kristall h/2 = 6,8 mm. Der tiefschwarze Kreis ist die zweite Ordnung 
der K-Linien an (001). Die horizontale Ellipse würde durch voll- 
kommene Überlagerung der beiden kongruenten Ellipsen von (012) und 
(021) entstanden sein, wenn der Film genau in der Ebene des Brennfleckes 
gelegen hätte, ebenso die vertikale Ellipse von (120) und (210). Da diese 
Bedingung nicht genügend genau erfüllt und außerdem die reflektierende 
Kristallflache nicht genügend groß war, bestehen die beiden Figuren 
aus je zwei kongruenten Dreiviertelellipsen, deren große Achsen sich 
zwar decken, deren kleine Achsen aber um einige Millimeter voneinander 
entfernt sind 


Weitwinkeldiagramm von Steinsalz mit Cu-K-Strahlung. Verkleine- 
rung 0,75. Anordnung wie bei Aufnahme Fig. 11, jedoch in h/2 = 6mm 
Aquivalentabstand. Der Film lag nicht genau parallel der Kristallfläche 
und nicht genau in der Ebene des Brennfleckes. Daher die un- 
symmetrische Verzerrung und die unvollkommene Deckung der beiden 
stärksten Ellipsen von (012) (021) und (120) (210). Auch hier war der 
Kristall zu klein, um jede der 4 Ellipsen vollständig zu reflektieren. 
Der äußere unvollständig erschienene Kreis ist die erste Ordnung der 
Ke Linien. Das starke quantitative Hervortreten der genannten Ellipsen 
in Figg. 11, 12 und 13 ist eins der auffallendsten Charakteristiken 
der 
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fall, insofern die Projektionsebene in der Ebene der punkt- om 

formig gedachten Strahlenquelle (oder des das Projektions- Re 

zentrum bildenden Diaphragmas der Röntgenstrahlen) liegt = 

und außerdem noch der Kristalloberfläche parallel ist. Bei vo 

dieser Anordnung decken sich die Schnittkurven von reflek- bei 

tierten Strahlen, die von gleich gegen die Kristalloberfläche oa 
rü 
fli 
fläc 


Weitwinkeldiagramm von ‚Steinsalz mit Cu-A-Strahlung. Verkleine- 
rung 0,74. Anordnung analog Figg. 10, 11 und 12, jedoch im Aqui- 
valentabstand h/2 = 3,8 mm. Die inneren stark geschwärzten Ellipsen 
sind wiederum die von (012) (021) (120) (210). Der äußerste Kreis ist 
die erste Ordnung der K#-Linien, der starke etwas kleinere Kreis die 
erste Ordnung der Ka-Linien, reflektiert an (001). Die zweite Ordnung 
dieser Linien, die in Figg. 11 und 12 gut erschienen ist, ist hier nicht 


herausgekommen, da der Film in der Mitte zu stark überexponiert war. Ebe 
Die Mitte wurde nicht mit kopiert. Die Wellenlängenskala ist nach dem Fig 
Mittelpunkt des Diagramms zu gerichtet. Der Nullpunkt der (001)-Spektren Er 
ist der unendlich große Kreis. Der unendlich kleine Kreis wird von Seh 
einer unter 90° reflektierten Wellenlänge projiziert, deren Wellenlänge her 
‘ den Wert 2d/n der Braggschen Formel besitz übe 
geneigten Strukturflächen derselben Zone stammen, paarweise, par: 
wie die Ellipse A B in Fig. 14 es zeigt. der 
Die beiden Flächen, deren Neigungswinkel gegen die Ober- Fig 
fläche Öö ist, und deren Spurlinien an den Oberflächen ein- 
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ander parallel laufen, reflektieren die Strahlen in einem Paar 
Regelflächen, die sich in der Ebene AF B durchdringen. Verlegt 
man die Projektionsebene weiter nach oben, so entstehen zwei 
sich schneidende Schnittkurven — in Fig. 14 Ellipsen — die 
bei weiterem Verschieben der Projektionsebene sich schließlich 
ganz voneinander trennen, nachdem sie sich im Grenzfall be- 
rührt haben. Nur die an den zur Oberfläche parallelen Struktur- 
flächen reflektierten Reflexkegel projizieren auf alle zur Ober- 
tläche parallel liegenden Projektionsebenen konzentrische Kreise. 


Brennfleck F zwischen Kristall und Filmebene U X 
Fig. 14 


| In Figg. 15 und 16 ist eine solche Projektion in der 
Ebene UX der Fig. 14 realisiert, wie man insbesondere in aon 
| Fig.15 an den zwei größten Ellipsen deutlich erkennen kann. ie 
| Sehr instruktiv sind auch die in Figg. 11 und 12 am meisten wed 

| hervortretenden Ellipsen, die also, wie Fig. 14 zeigt, aus zwei 
überlagerten Ellipsen besteht. Man erkennt die Überlagerung | 
deutlich an ihrer Unvollkommenheit. Der photographische Film 
lag nicht genau eben und auch nicht genau in der durch F 
parallel zur Kristalloberfläche gehenden Ebene. Außerdem war 
der Kristall nicht groß genug. Es wurden daher bei Aufnahme 
Fig. 11 nur zwei unvollständige Ellipsen — etwa ®/,-Ellipsen — 
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Ebenso wie im Spezialfall der Fig. 2 das Achsenverhältnis 
der Isoklinenellipse in der Projektionsebene nicht gleich ist, 
weil das projizierende Strahlenbündel kein Kreiskegelmantel ist, 
sind auch die Ellipsen UV und AB bzw. WX und AB der 
Fig. 14 einander nicht projektiv. Ihre Berechnung erfolgt nach 
der Formel (4), die auf Kreiskegel nicht anwendbar ist. An 
die Stelle von h ist der Wert h +t zu setzen. 


Weitwinkeldiagramm von Steinsalz mit Cu-K-Strahlung. Verkleinerungs- 
maßstab 0,7. Anordnung analog Fig. 14. Der Brennfleck lag in F, der 
Film in der Ebene UWVX der oberen Ellipse. Die Aquivalentabstände 
waren ¢ = 5,6 mm und h/2 = 1,4mm. Die beiden äußeren Kreise sind 
die Ka- und Kf-Linien in erster Ordnung, die beiden inneren Kreise 
dieselben Linien in zweiter Ordnung. An den großen Ellipsen ist deutlich 
erkennbar, daß nur ihre großen Achsen sich decken, während ihre kleinen 
Achsen weit voneinander entfernt liegen. Dadurch erscheinen alle 
Ellipsen viel weiter nach außen gerückt als in den Figg. 10—13. Die 
(012)-Ellipsen ragen etwas aus dem größten Kreis heraus und unter- 
scheiden sich in der Helligkeit wenig von den andern 


Fig. 15 
Der Unterschied des Kreiskegelschnittes gegenüber dem 
Schnitt der hier behandelten Regelfläche erhellt am besten 


aus Fig. 6. Wäre AS,B der Hauptschnitt eines Kreiskegels, 
so würde die kleine Achse b der Schnittellipse nicht durch 
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das Lot CN auf die Winkelhalbierende dargestellt werden, 
sondern durch ein Lot, das durch F geht, gerechnet vom 
Schnittpunkt mit AS, bis zum Lotfußpunkt auf der Winkel- 
halbierenden. Wie man sich leicht überzeugen kann, ist der 
Unterschied dieser beiden Längen recht groß bei gleicher 
Hauptachse a und gleicher Höhe h. 


Weitwinkeldiagramm von Steinsalz mit Cu- X-Strahlung, Verkleinerungs- 
maßstab 0,715. Anordnung wie Fig. 14 und 15. Äquivalentabstand 


t=5,7 mm und h/2=7,2 mm. Die beiden äußeren Kreise sind die © 


zweite Ordnung der K-Linien, die inneren die dritte Ordnung. K 6 


liegt außen, Kea innen. Die Vertauschung der Helligkeit ist durch BER 


ungleiche Filterung entstanden. 
Die überraschende Unähnlichkeit der Weitwinkeldiagramme je nach den 
Abstandsverhältnissen von Brennfleck, Kristall und photographischer 
Platte ist das wichtigste Kennzeichen dieser Reflexbilder, abgesehen von 
der Differenzierung ‘durch die Kurvenform (Kreis, Ellipse, Hyperbel oder 


gewisser schwach besetzter Flächen 
Fig. 16 
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m Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, daß die Weit- EUR Er 
n winkeldiagramme ohne weiteres ein anschauliches Bild der | 
Is, Symmetrien des Kristalles geben, die durch die Neigung der _ et 
sh a-Achsen der Kurven gemessen wird. Die Flächen einer © 
XU 


Zone projizieren koaxiale Scharen von Schnittkurven auf dem 
Diagramm (Fig. 9). 

Uber die Aufnahmetechnik der Weitwinkeldiagramme soll 
an anderer Stelle berichtet werden. Wie aus der oben be- 
schriebenen Anordnung ersichtlich, steht die punktförmige 
Strahlenquelle oder das punktförmige Diaphragma während 
der Aufnahme fest gegenüber Kristallfliche und photogra- 
phischem Film. Es muß lediglich dafür gesorgt werden, 
daß das Strahlenbündel so weitwinklig ist, daß es den 
Kristall unter allen erforderlichen Winkeln trifft, wie sich 
das von selbst ergibt, wenn der punktförmige Brennfleck 
selber als Strahlenquelle benutzt wird. Die photographische 
Platte bzw. der Film liegt in der Ebene des Brennflecks. 
Die Röntgenröhre mit ihrem Brennfleck ragt in eine Aus- 
sparung des Filmes hinein, ohne die reflektierten Strahlen 
abzuschirmen. Sie kann auch so weit nach dem Kristall zu 
verschoben werden, daß der Film in der Ebene UX der 
Fig. 14 liegt, während der Brennfleck in F sitzt. 

Zum Schluß mag noch die Frage kurz behandelt werden, 
bei welchen spektroskopischen Methoden die reflektierten 
Strahlenbündel die Gestalt der obigen Regelfläche besitzen 
und bei welchen Anordnungen sie Kreiskegelmäntel bilden. 
Bei jeder Reflexion an der zur Oberfläche parallelen Struktur- 
fläche handelt es sich nur um Kreiskegelschnitte. Hierfür 
ist Fig. 1 maßgebend. Das Spiegelbild des Zentrums F 
der Strahlenbündel ist ein Punkt S, der die Lage besitzt 
wie bei der gewöhnlichen optischen Spiegelung an ebenen 
Flächen. 

Rückt man F an den Kristall heran bis 0’, so steht der 
Reflexkegel mit seiner Spitze in 0°. Diese Anordnung ent- 
spricht der Schneidenmethode mit der Modifikation, daß nicht 
eine Spitze vorhanden ist, sondern eine unendliche Anzahl 
Spitzen, die eine Linie in Gestalt der Schneide bilden. Die 
Fig. 1 entspricht der Braggmethode und bei Umkehr der 
Strahlenrichtung und Verlängerung der Strahlen über F hinaus 
auch der Lochkameramethode, wenn man die Projektionsebene 
senkrecht oder schräg zur Kristalloberfläche aufstellt. 

Die schiefe Reflexion der Figg.2 und 14 kann nur bei 
der Projektion der Nebenspektren auftreten. Auch hier liegen 
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meihade. 
Nähert man in Figg. 2 und 14 das Zentrum F der Kristall- 
oberfläche bis zur Berührung, so werden die Kurven A4’B- 
und A” B” sowie die Ellipsen T, und S, kleiner und kleiner — 
und nähern sich F bis zur Berührung. In diesem Falle, in 
dem die Anordnung wiederum der Schneidenmethode entspricht, Re Re 
geht die Regelfläche in einen gewöhnlichen Kreiskegel über, Sa IE 
der jedoch im Gegensatz zu der Reflexion, wie Fig. 1 Be N 
zeigt, schief auf der Kristalloberfläche steht. 5 
Die Schneidenmethode stellt also einen für die Be- 
rechnung der Nebenspektren sehr günstigen Sonderfall dar. 
Praktisch können aber auch bei der Lochkameramethode und 
der Fenstermethode die Regelflächenbündel der Nebenspektren 
als Kreiskegel behandelt werden, da der Abstand des SpaltesF 
vom Kristall immer klein gegenüber dem Abstand Spalt—Platte 
gewählt wird. TJ, und S, werden dadurch sehr klein im Ver- 
hältnis zur Größe der Spektrallinienkurven. | 


Die Arbeit wurde durch Beihilfe der Be der 
Deutschen Wissenschaft wesentlich gefördert. 


Freiburg i. Br., 6. September 1930, 
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Von Raschco Zaycoff 


eine allgemeine Theorie des wellenmechanischen Elektrons 


aufgestellt 


Geschichtliche bericht 
Die Pe: der Einsteinschen Theorie des Fern- 
parallelismus sind lokal-beininvariant, d. h. sie gestatten die 
Gruppe der eigentlich-orthogonalen Beintransformationen: 


al mr ar 
mit konstanten Nun hatte die Ein- 


_ steinsche Gravitationstheorie vom Jahre 1916 eine echt-bein- 
-invariante Form, d.h. ihre Gleichungen gestatteten die Gruppe 


der obigen Beintransformationen, aber mit ortsabhängigen Dreh- 
koeffizienten?) 9_,(@!- 2°...) Denn sie wurde lediglich durch 
die echt-beininvarianten Größen: 


I. h,m Nem 


_ dargestellt. Die Diracsche Wellengleichung ist die relativistische 
Verallgemeinerung der Schrédingerschen.’) W. Pauli und 
_ W. Heisenberg‘) haben die Diracsche Methode der noch- 
-maligen Quantelung nur auf der Basis der Diracschen und 
Maxwellschen Gleichungen entwickelt. Nun hat H. Weyl?) 
eine allgemein-relativistische zweikomponenten, jedoch nur eine 


1) Vgl. R. Weitzenböck, Berl. Ber., Heft 26, 1928. 
2) Vgl. L. Civita, Ebenda, Heft 9, 1929. 
3) Vgl. auch die neueren Einsichten von Dirac, Proc. Roy. Soe. (A), 
126. S. 360. 1930, wo die „negativen“ Zustände bei der Wechselwirkung 
zwischen Materie und Strahlung gerade die wichtigste Rolle spielen. 
Se 4) W. Pauli u. W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 56. S.1. 1929; 
59. 8.168. 1930. 
5) H. on Ztschr. f. RR 56. S. 330. BE. 
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massenfreie, Darstellung der Wellengleichung gegeben, welche 
außerdem echt-beinkovariant ist. Er hat gezeigt, daß die 
echten Beintransformationen mit den kontinuierlichen Spin- 
transformationen der Wellenfunktionen  äquivalent sind. 
H. Wey! bleibt auf der Basis der früheren Gravitationstheorie, 
fügt aber noch die Forderung einer, an einer Umeichung der w 
von der Art: 
y= pes 

gebundenen, Eichinvarianz hinzu, um die Existenz des elektro- 
magnetischen Viererpotentials f, zu begründen. V. Fock!) hat 
die Weylschen Ideen auf der Basis der vierkomponenten Dirac- 
schen Theorie übertragen. Diese Auffassungen haben in letzter 
Zeit L. Rosenfeld?) die Möglichkeit gegeben, die Methode der 
nochmaligen Quantelung auf den drei bekannten Gruppen von 
Erscheinungen: 


Gravitation (h,„), Elektromagnetismus (f,) und Materiefeld (w) 


anzuwenden. Der Verf.*) hat kurz vordem die Weyl-Fockschen 
Ergebnisse mit den Kaluzaschen Gedanken von einem Rie- 
mannschen R,, der bezüglich der fünften Dimension zylindrisch 
ist, in Zusammenhang gebracht. Er hat in Kaluzas R, ein 
zylindrisches Beingitter eingeführt und die Materiewellenvorgänge 
in demselben betrachtet, wobei jedenfalls die fünfdimensionalen 
Wellenfunktionen einfach-periodisch von der fünften Ko- 
ordinate abhängen. Die hier entwickelte Theorie gilt nur a, ae SE 
Falle eines einzigen Körpers. Für das Mehrkörperproblem ? 
müssen wir, gemäß der Methode der nochmaligen Quantelung, & 
alle Feldvariabeln nicht als vertauschbare C -Größen, sondern 
als nichtvertauschbare q-GréBen, betrachten. 
Tat möglich, eine höhere „gequantelte« Theorie aufzubauen, in 
der die vollständig relativistisch-symmetrischen ee. > 
relationen ein kontinuierliches Bild der Heisenbergschen 
Unschärferelationen darstellen. 


1) V. Fock, Ztschr. f. Phys. 57. S. 261. 1929; Compt. rend. 189. 
8.25. 1929. 

2) L. Rosenfeld, Ann. d. Phys. [5] 5. 8. 113. 1930. 

3) R. Zaycoff, Ztschr. f. Phys. 61. 8. 395. 1930. Jedoch weicht 


jene Arbeit von der vorliegenden nicht nur bezüglich der Bezeichnungs- __ 


weise, sondern auch inhaltlich wesentlich ab. 
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81. Es sei ein Riemannscher R, gegeben, der bezüglich «° 
scharf-zylindrisch ist.') Diese letzte Koordinate ist nur eine 
Hilfsgröße, da sie in den metrischen Größen nicht eingeht und 
nur die Wellenfunktionen » hängen einfach-periodisch von der- 
selben ab. In diesem R, sei ein zylindrisches Beingitter ein- 
gebettet. Bezeichnen wir die kovarianten Beinkomponenten 


mit hun’, die kontravarianten mit h*,, so~haben wir’): 


| Mar | h. 
Setzen wir 
d 
3 
6) 
so folgt aus (1) 
d 0 d 


Für die Komponenten der „Torsion“ 


an 

haben wir’); 


(4) 


Axio = Su: 


Die Ko- 


mit 


1) Wir bezeichnen die fünfte Koordinate 
ordinaten &,, sind reell, x, aber imaginär. 

2) Die gestrichenen, bzw. die ungestrichenen Buchstaben laufen 
von 1, 2, 3, 4, 0, bzw. von 1, 2, 3, 4. Es werden im folgenden nur die 
nichtverschwindenden Größen angegeben. 

Durch Überschiebung mit h”, h,m nach den griechischen Indizes 
können wir aus den üblichen Komponenten einer Größe die ent- 
sprechenden Beinkomponenten derselben erhalten und eee (dureh 
Überschiebung nach den lateinischen Indizes). = 

3) Es wurde 


AS 


| | 
ner, 
‘ 
Für 
5) 
( 
habe 
5’ 
Die 
a a 0 0 d 
6 
(6) 
= 
vertr 
| 
8) 
| 
folge: 
4 


n 


Fiir die daraus gebildeten GréBen: 


6) Ay py = Av; + Ap mv + Arme) 
= Ayvm + + Amer = Bern 


haben wir: 
(5’) A,= A,; Tim = = TD = 
= Sum = = f,,- 


Die Krümmung des en Riemannschen R, ist ferner 


durch 
dA, 
r’ 
gegeben, oder ausgeschrieben 
(6) Sem 


wo „R“ die Krümmung des, im R, eingebetteten, R, bedeutet. er By 
Mit der Wahl (1) der Beinkomponenten sind die — Paint 
Koordinatentransformationen 


(7) r= 
(7) = + A(z), 2°, 2°, 29). 
verträglich. Es wa aus 


(8) hy a = Se hy m’ oder yf = —— h 
03° m ax? 


in Verbindung mit (1) und (7), (7) 
6x? OA 


Ferner sind mit der Wahl (1) der Beinkomponenten die 
folgenden echten Beintransformationen: 


9) | hir m= hey oder = 


| 
> 
> 


mit den Bedingungen für die Drehkoeffizienten ! 


9 
0; Foo" =1 


1) &,,- sind Funktionen der x!, x’, x*, xt. 


° ° ° . 
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verträglich, oder ausgeschrieben !): 


§ 2. Als Wellenfunktionen (an Anzahl 4) wählen wir nun 


die GréBen: 


Die w-Funktionen haben die Dimension [1%]. 
h, Plancksche Wirkungskonstante, + e, Elementarladung des 
Protons bzw. des Elektrons. 

Wir haben h,, e, geschrieben, um eine Verwechslung mit 
der Größe |h,„| = h bzw. mit der Basis der natürlichen log 
zu vermeiden. 

Gegenüber den x°-Transformationen (7) sind yw, w In- 
varianten. Bei der x°-Transformation (7’) führen die w, wp da- 
gegen die folgenden Transformationen: 


d.h. w, & verhalten sich wie fünfdimensionale Invarianten. 
Bei den echten Beintransformationen (9) führen w, @ die 


kontinuierlichen Spintransformationen?): 
(14) w= Peo, 


1) Unter Zugrundelegung eines rationellen Maßsystems wollen wir 
die folgenden physikalischen Identifikationen machen, 


Jap” 4 - Schwerepotentiale (diese letzte haben ja die Dimension [er?)). 


f= 5 Vi’ Pa; WO „Pu“ die elektromagnetischen Potentiale, c Vakuum- 


lichtgeschwindigkeit und k, Newtonsche Gravitationskonstante, bedeuten. 
2) P+ (¢f) = Pits). 


24 
(10) 
i 
die 
Br... 4 
bie: mit 
16 
ode 
25 
bilde 


aus. Sind dann etwa?) 


001 


1 
0 
0 


0 


mit den Bedingungen : “ 
| 
=0, 
und dann können wir die Koeffizienten 9,, als quadratische a 
Funktionen der «, @, 8, 8, 7, 7, 6, ö darstellen. Es folgt nach 


(16) 


eine Rechnung: 

(17) Pt Ya! = Fan r Vr 

oder ausgeschrieben one 


1) Gemäß der Relation 


f 1 


können wir noch die Matrik 
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mu 010 
| 0 0 00:0 000-1 we 
01 0-5 0 0 
15) 1 0 ; 0-1 00, 4 
die Spinmatrizen, so haben P(st) die folgende Form: eee u 9 
( 7, Ö 
’ 
3 
3 
N: 
% FIR 
y=0 0-i 0 
XU 


Es ist außerdem en 
(1 7”) Pt, y 
Danach transformiert sich der Vierervektor 


J, Va y 
bei den echten Beintransformationen folgendermaßen: 
(18) 


und die Größen 
J= Pry 
sind echte Beininvarianten. Es ist identisch: 


(19) J,J,= J. 


Es folgen ferner die Identitäten: 


‚Im +p Ym = + 7 2 ty 
YOY AY + 77,,=0,7? 


Außer dem echt-beinkovarianten Vektor J,, und den echten 
Beininvarianten J,, J haben wir noch die folgenden echt-bein- 
kovarianten Tensoren: 


=i 97,7; Yo wy, (k+)), 


welche in allen Indizes antisymmetrisch sind. 


aa § 3. Wir bilden die Komponenten der Riemannableitungen 
der Im ‚ nach den Beinrichtungen: 

(21) 


und dann folgt nach eine ee, = 


F 


1 
Dy o = =— My vy Ir @, 
do 
v 


> 
| 


stin 


Mm, 


3 
(23) 
- (24) 
Aus 
und 
WER 
(24) 
; 
und 
(24 
i 
(26) 

(27) 
W 
(28) 

| 
= 
Fi 
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Aus (22) bilden wir die Divergenz Dy Jy: 
(23) Dy Jy 


Setzen wir?): 


und (23), (24) folgt ; 
(25) M—-M=-iö,J*. 
Die Funktionen o und M sind nicht nur gewöhnliche Invarianten, 


sondern sie sind auch eich- und echt-beininvariant. % 
Eine Rechnung liefert zuerst: 


(24’) 
| 


und ferner 


J 


kim 


SchlieBlich seien noch die folgenden Hilfsformeln: 
a = = — Amı 
angegeben. 

84. Nun wählen wir als Lagrangefunktion die Dichte: 
(27) H=kMh, 


1) „ö,“ bedeutet die Riemannsche Ableitung nach x°. 
2) Die Konstante b ist gleich b = a — u, wobei „a“ aus (11) be- 
stimmt ist, und 
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Die Variatio 


1 . i 
—iaf,) 


i i ä 
| + or Stim Sam Hot =O, 
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€ x? 


+ ar YoW+ uy,y= 0. 


Bei einer infinitesimalen Verrückung des raumzeitlichen 
Kontinuumsd: 


ö 

a 
ow - 
Ow =— Er, —— Er. 


Bei einer infinitesimalen Eichtransformation dagegen: 


df 


(31) 
öy=-ialv, dp=ialy. di 


Schließlich bei einer infinitesimalen echten Beintransformation: 


mr ar’ 
6f,=0, dp=—py, dp=— 
| wobei) 
1 + 
| P= 7 


oh, ,=— 0,,=— 


1) dy und 3 wy verschwinden am Rande des Integrationsgebietes. 


2) Hier sind &* die Komponenten des infinitesimalen Verriickungs- 
vektors. 


3) Es sind auch die identischen Beziehungen 
pt Ym + Ym P = Yrs 


n der yw und # ergibt die Wellengleichungen '). 


(83) 
gleic 
setz: 
(34) 
(85) 
(36) 


Es i 


(37) 


und 
(38) 


(29) 


(39) 


so dé 
auf ı 


(40) 
welc] 
(40’) 


er. 
i 
T 
(2: 
32) 


Uber eine allgemeine Form der Diracschen Gleichung ~ 


Da wir haben: 


gleichwohl ob wir in (33) die Variationen (30), un oder dos 
setzen, so folgen die Identitäten: 


- — 7p 2) X}= 


.) -{h 


1 


+, 


(38) 
85. Nach (29) und (29”) ist: 
(29) x=0, X=0. 
Aus (29) und (36) folgt zuerst Fe i 
(39) X, 
so daß die 16 Komponenten x auf Grund der 


auf nur 10 Komponenten reduziert worden sind. 
Sodann folgt aus (29) und (35): 


(40) X*=0, 
welche oe mit Riicksicht auf (38) ergibt: 


(40) big 6, J 0 5 
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; Da wir beweisen kénnen, 

(41) 

so folgt aus (29), (40), (41): 

(42) M=0. 


Schließlich folgt aus (26), (29), (34), (39), (40) 


Ö, 


Auf Grund der allgemeinen Dirac schen Glei 


Gleichung 


haben wir vermöge lauter identischer Beziehungen die folgenden 
Materiegesetze hergeleitet: Die Symmetrie des Energiespan- 
nungstensors X, , (Gleichung (39)). Die Erhaltung des Strom- 
vektors X° (Gleichung (40) oder (40)). Das Verschwinden 


der Wirkungsfunktion M (Gleichung (42)). 
gleichungen (43). 


egungs- 
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(Mit 12 Figuren) 


“A _ Spontane Emission: Es werden die absoluten Intensitäten und Über- 
gangswahrscheinlichkeiten der an die Lyman-, Balmer- und Paschenserie 
anschließenden kontinuierlichen Spektren in Abhängigkeit des kontinuier- 
lichen Energieparameters bei Vernachlässigung der Retardierung und der 
Relativitäts- und Spinkorrektionen angegeben. Es ergibt sich dabei ein 
für alle Grenzkontinua charakteristisches Überschneiden der zu den ver- 
schiedenen Werten der Azimutalquantenzahl gehörenden Intensitätskurven 
mit wachsender Energie des kontinuierlichen Zustandes in dem Sinne, 
daß für große Elektronengeschwindigkeiten die Übergangswahrscheinlich- 
keiten bzw. Intensitäten mit zunehmender Azimutalquantenzahl des dis- 
kreten Zustandes abnehmen, während an der Seriengrenze eine kompli- 
ziertere, in Tab. 1 angegebene Reihenfolge der Stärke der Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten vorliegt. 

Absolute Ausbeuten des Photoeffekts: Mit Hilfe der Einsteinschen 
Gleichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der spon- 
tanen Emission und der Absorption von Strahlung, deren Äquivalenz 
mit den nach der Störungsrechnung erhaltenen Resultaten für aperi- 
odische Prozesse kurz nachgewiesen wird, ist mit dem kontinuierlichen 
Emissionsspektrum auch die rationelle Theorie des Photoeffekts für 
wasserstoffähnliche Atome gegeben. 

Der rekombinierende Wirkungsquerschnitt: Anschließend werden 
die rekombinierenden Wirkungsquerschnitte freier Atomkerne gegenüber 
Elektronen auf die Übergangswahrscheinlichkeiten der spontanen Emission 
zurückgeführt, und quantitative Angaben für die Rekombination nach 
dem Grundzustand und den ersten beiden Anregungszuständen, sowie 
deren Unterteilungen hinsichtlich der Azimufalquantenzahl, als auch für 
den Gesamtwirkungsquerschnitt angegeben. Für kleine Elektronen- 
geschwindigkeiten ist die Rekombination in den p- und d-Zustand größer 
als in den s-Zustand, während für Elektronengeschwindigkeiten, die einer 
mehrfachen Ionisationsenergie des diskreten Zustandes entsprechen, die 
Rekombination in den s-Zustand größenordnungsmäßig diejenige in andere 
Terme überwiegt. Es werden die Intensitäts- und Polarisationsverhält- 
nisse der Rekombinationsstrahlung diskutiert. 
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Die photoelektrischen Röntgenabsorptionskoeffizienten (Fa)z, und 
(Ta) + Zn‘ Die quantenmechanischen Formeln werden abgeleitet, und 
das Verhalten an der Erfahrung geprüft. Das Überschneiden der L,- 
und ZL, + Z,,-Kurven mit wachsender Frequenz der Einstrahlung wird 
in Übereinstimmung mit Robinson bei » = 5,8», ee, Fiir Elemente 
Ktty, +t, 
Tr, + +... 
als nahezu konstant = 5,39 berechnet, welcher Wert auch aus den 
empirischen Daten des Streukoeffizienten nach Allen zwanglos gefolgert 
werden kann. 


hoher Ordnungszahl wird der Sprungfaktor ö, = 


§ 1. Allgemeines 


Eine rationelle Theorie der photoelektrischen Prozesse 
läßt sich durchführen, sobald die kontinuierlich-diskreten 
Polarisationsmatrixelemente in ihrer funktionalen Abhängigkeit 
vom kontinuierlichen Energieparameter bekannt sind. Als 
photoelektrische Prozesse kommen dabei in Frage die Wieder- 
vereinigung positiver Ionen bzw. freier Kerne mit Elektronen, 
der Photoeffekt und die photoelektrische Absorption von Röntgen- 
strahlen. 

Die theoretische Behandlung der beiden letzten Effekte 
st bisher stets nach der Störungstheorie durchgeführt worden.') 
er Es erscheint dies als ein Umweg, wenn man beachtet, daß 
die photoelektrische Absorption durch die Einsteinschen 
Gleichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der 
spontanen Emission und der Absorption von Strahlung auf die 
bergangswahrscheinlichkeit durch spontane Emission zurück- 
geführt werden kann. Auch die Richtungsverteilung der Photo- 
elektronen läßt sich unmittelbar aus den kontinuierlich-diskreten 
Polarisationsmatrixelementen ablesen. 

Exakte Angaben über den rekombinierenden Wirkungs- 


nur Interesse hinsichtlich des Mechanismus der Wiedervereinigung 
selbst, sondern sind auch für mannigfache experimentelle Unter- 
suchungen bezüglich der Gasentladungen, der Leuchterschei- 
nungen der Glimmentladung, des Nachleuchtens angeregter 
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1) Vgl.G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 40. 8.574. 1926; 41. 8.828. 1927. bei 
G@. Beck, ebenda 41. 8.443. 1927; A. Sommerfeld, Wellenmechanischer Übe 
Bee Be Ergänzungsband. Kap. II. $4 1929; A.Sommerfeld u. G. Schnur, 2 
Ann. d. Phys. [5] 4. 8.405. 1930. schr 
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Dämpfe und für astrophysikalische Theorien von Bedeutung. 
Eine genaue experimentelle Bestimmung ist bisher noch in 
keinem Falle gelungen.') Kürzlich angestellte Versuche von 
Bergen-Davis und Barnes?) zur direkten Ermittelung des 
Wirkungsquerschnittes freier Atomkerne zeigen einen Verlauf 
der Rekombinationswahrscheinlichkeit als Funktion der Elek- 
tronengeschwindigkeit, der sich in keiner Weise mit den in 
dieser Note abgeleiteten quantenmechanischen Aussagen in 
Einklang bringen läßt. 

Nach der Berechnung der absoluten Intensitäten der an 
die Lyman-, Balmer- und Paschenserie anschließenden kon- 
tinuierlichen Emissionsspektren weisen wir die Äquivalenz der 
Einsteinschen Gleichungen mit den nach der Störungsrech- 
nung erhaltenen Resultaten für aperiodische Prozesse kurz 
nach. Hierdurch sind sofort die absoluten Ausbeuten des 
Photoeffekts für wasserstoffähnliche Systeme gegeben. Im 
zweiten Teil dieser Arbeit leiten wir den rekombinierenden 
Wirkungsquerschnitt für die ersten drei diskreten Zustände 
und deren Unterteilungen hinsichtlich der Azimutalquanten- 
zahl, sowie den Gesamtwirkungsquerschnitt als Funktion der 
Bicktronengeschwindigkeit ab und behandeln damit im Zu 
sammenhang stehende Fragen. Schließlich werden im 
Teil die quantenmechanischen Formeln des wahren oder 
photoelektrischen Röntgenabsorptionskoeffizienten für die K- 


1) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von R. Seeliger, sud 
Ztschr. 30. S. 329. 1929. 

2) Bergen-Davis u. A. H. Barnes, Phys. Rev. 
A.H. Barnes, ebenda 35. S. 217. 1930. I 

3) Nach Fertigstellung dieser Arbeit erschien eine Note von 
W. Wessel, Ann. d. Phys. 5. S. 611. 1930: „Über den Wirkungsquer- 
schnitt freier Atomkerne“, die sich teilweise mit den hier abgeleiteten 
Ergebnissen deckt. Da aber einerseits die im folgenden durchgeführte 
Herleitung der Resultate auf einem anderen Wege geschieht, anderer- — 
seits präzisere Angaben gemacht werden, haben wir den auf die Wieder- 
vereinigung bezüglichen Teil dieser Note nicht unterdrückt. 

Eine Nachprüfung der Versuche von Bergen-Davis und B Ta 
von experimenteller Seite hat H.C. Webster, Nature 126. 8.352. 1930 — 
bei geringfügiger Änderung der Versuchsanordnung (Ersetzung des 
Szintillationsschirmes durch einen Geigerzähler) vorgenommen, und in 
Übereinstimmung mit der Theorie die von B. Davis und Barnes be- A é 
schriebenen Effekte nicht beobachten kénnen. 
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und L-Schale hergeleitet, und ebenfalls die numerischen Werte 
angegeben und mit der Erfahrung verglichen. 

Bei allen Berechnungen werden die Wasserstoffmatrizen 
vorausgesetzt. Dadurch wird einerseits eine exakte Theorie 
der Rekombination freier Atomkerne geliefert, andererseits 
wird aber für die Röntgenabsorptionskoeffizienten, außer der 
Ableitung ihres charakteristischen Verhaltens, die Frage er- 
örtert, wie weit sich für kompliziertere Atome die Erschein- 
ungen durch Verwendung von Wasserstoffeigenfunktionen er- 
fassen lassen. 

Die Berücksichtigung des Strahlungsdruckes und die Re- 
tardierung der Matrizen wird ebenso wie die Berücksichtigung 
der Relativitäts- und Spinkorrektionen unterlassen. Von Pro- 
zessen höherer Ordnung, wie Rekombination unter Einwirkung 
von Strahlung, Dreierstöße! ), wird i in een Note grundsätzlich 
abgesehen. 

R 2 I. Die kontinuierlichen Emissionsspektren und die absoluten 
a Ausbeuten des Photoeffekts 

g 2. Die kontinuierlich-diskreten Polarisationsmatrixelemente 


_ Die Grundlage aller folgenden Überlegungen bilden die 
Übergangswahrscheinlichkeiten eines wasserstoffähnlichen Sy- 
stems von einem zum kontinuierlichen nach einem zum dis- 
kreten Teil des Eigenwertspektrums gehörenden Zustand bei 
spontaner Emission. 

Hierbei ist es nicht notwendig, eine Quantelung des 
Strahlungsfeldes nach Dirac durchzuführen, solange man 
von den feineren Effekten der Linienbreite absehen kann, und 
sich auf die bloßen Übergangswahrscheinlichkeiten pro Zeit- 
einheit beschränkt. 

Die für die Intensität der Ausstrahlung in Betracht kom- 
menden Polarisationsmatrixelemente sind mit Hilfe der nor- 
mierten Wasserstoffeigenfunktionen zu berechnen. Letztere 
lauten in den Polarkoordinaten 


(1) z=rcos# 


für einen Z-fach geladenen Kern für den n-ten diskreten Zu- 


1) sa hierüber eine demnächst erscheinende Note vom Verf. 
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stand W, <0 mit n’ =n—I-1, k, = = 
a= eae (u, & = Elektronenmasse und -ladung) 
i p) = N,’ No Ny ehrt 
| 


-F(—n,, 2142, 2rk,) P? (cos Feime, 


und für einen Zustand im Kontinuum W > 0 mit 


= N, N,N, .eirrpl 
n,, 21+2, —ixr) P(cos 


_TO\N 


TO Th+»» 


Die Normierungsfaktoren der sie sind in beiden 
ällen dieselben: 


2 +m)!’ 


Der Normierungsfaktor des radialen Bentnibeie: der dis- 
kreten Eigenfunktion ergibt sich zu i 


ol +1 ke — 
@l+pintae Ya-ı-y 
Für den radialen Faktor der kontinuierlichen Eigenfunktion 
8B) M=N,- = N,rteirr F(—n,, 2142, —2ixr) 


ist der Normierungsfaktor mittels der Eigendifferentiale 
Uy,ı(r)d&(W) gemäß der Weylschen Normierungsbedingung') 


0  Ae(W) 


1) H. Weyl, Math. Ann. 68. S. 220. 1910; Gott. Nachr. 1910. 
Annalen der Physik, 5. Folge. 7. 
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zu bestimmen. 


gt itl ,2ax 


Für ergibt sich’) 


(21+ 1)! 


l 
2 
(21+ 1)! Sin 
ax 


Der nach (4) erhaltene Normierungsfaktor ist definitorisch 
derjenige des Eigendifferentials wy,,(r)d&§(W), intergriert über 
das Intervall 4 §(W) der Basisfunktion &(W), wobei das Quadrat- 
integral über den ganzen Raum nicht gleich 1, sondern gleich 
der Differenz der Basisfunktion an den Intervallenden zu 
setzen ist. 

Der Basisfunktion fällt hierbei die Aufgabe zu, die rela- 
tiven Wahrscheinlichkeiten verschiedener Strecken des konti- 
nuierlichen Energiespektrums zu normieren, indem durch eine 
spezielle Wahl der Basisfunktion §(W) diejenigen Intervall- 


längen 4W = = im Energiestrecken- 
spektrum als Funktion der Energie bestimmt werden, denen 
das gleiche Gewicht zuzuordnen ist. 

Die physikalische Bedeutung einer speziellen Wahl der 
Basisfunktion ergibt sich durch Betrachtnng des Stromvektors 
(6) 8 = grad — 2°07) grad 
bei Verwendung der beziiglich dieser Basisfunktion nach (4) 
normierten Eigenfunktion. 

Für die reellen, stehende Wellen darstellenden Eigen- 
funktionen (3’) erhält man naturgemäß den Stromvektor Null. 
Setzt man hingegen die stehende Welle aus zwei wesentlich 
komplexen Bestandteilen zusammen: ?) 


(7) tiw, = > + 


wobei u!, u? bei Hinzufügung des Zeitfaktors e-?=ir! ein- 
bzw. auslaufende Kugelwellen darstellen, so erhält man für 


2, 


2) 


Vgl. Anhang I. 


so 
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den mit den einzelnen Komponenten u!y,, bzw. u?y, , gebildeten 
Stromvektor einen von Null verschiedenen bzw. entgegengesetzt 
gleichen Betrag des radial gerichteten ein- bzw. auslaufenden 
Elektronenstroms. 

Es genügt, den Stromvektor für große Entfernungen vom 
Kern zu berechnen. Bei Vernachlässigung der Glieder pro- 
portional mit 1/r® und höheren Potenzen ergibt sich mit Hilfe 
der asymptotischen Lösungen!) 


a a 
e ax 2 


He Fer 


1 
Wil 
ax 
n ‚flog 2»r a 
9 2% e i[ ax -Za+n] 


r(t+1+) 
ax 


und dem Normierungsfaktor N,(x) hinsichtlich der x#-Skala 
Gl. (5): 


. Plog 2«r a 


; 


o,= ag 
so daß 


t 2 
d. h., es treten durch die unendliche Kugelfläche 2v (v = Elek- 
tronengeschwindigkeit) Elektronen ein bzw. aus. Damit ist 
die Bedeutung der Normierung bezüglich der x-Skala als 
Normierung auf konstante Elektronendichte festgelegt. 

Zwischen den nach der a- bzw. 8-Skala normierten Eigen- 
funktionen besteht allgemein die Relation: 


8) [Pda = 


Man kann daher den Normierungsfaktor jeder beliebigen 


1) Vgl. Anhang I. 
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der Normierungsfaktor einer speziellen Basisfunktion be- 
kannt ist. 

Von besonderem Interesse ist diejenige Basisfunktion, 
für die der Stromvektor der einzelnen Komponenten der zer- 
legten stehenden Welle konstant ist. Wählt man 


E 
so wird nach (8) und (5): 
lt 2 lt 


d. h., es tritt 1 Elektron pro Raumwinkeleinheit pro Zeitein- 
heit ein bzw. aus, unabhängig von der Geschwindigkeit der 
Elektronen. 
Für spätere Zwecke sei noch der Normierungsfaktor der 
ebenen Welle e+‘** angegeben. Mit N =1 erhält man für 
den Stromvektor 8 = =v. Der Normierungsfaktor hinsichtlich 


der x-Skala ergibt sich zu N (x) = ya: -, woraus für den Strom 
7 


$= F - folgt, während fiir den Einheitsstrom pro Flächen- 
einheit pro Zeiteinheit, unabhängig von der Energie der Teil- 
chen, N=-NW= n. gewählt werden muß. 


Die mit Hilfe der EEE Eigenfunktionen (2) und (3) 
berechneten kontinuierlich-diskreten Polarisationsmatrixelemente 
lauten bei Bezeichnung der auf den diskreten Zustand bezüg- 
lichen Größen durch gestrichene Buchstaben }): 


n_ l,m (1 = m — 1)(l = m) nl 
(7+ 1-1, m+1 Fy @i+1) )@l- 1) (x) 
, l,m + m) (l — m) nyt 
(21+ 1)21-1) 1-1 
n.,l,m (lim +1)(lim+2) 
(21+ 3)(214+ 1) 


1) Die Berechnung der Matrixelemente wurde fiir das Ziel der 
vorliegenden Arbeit vom Verf. ausgeführt. Da inzwischen aber eine 
ausführliche Ableitung dieser Größen von W. Gordon, Ann. d. Phys. 
2 S. 1031 1929, nach ähnlichen Methoden erschienen ist, — es, 
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Der radiale Bestandteil 


ist durch: 


Mr | 
n/,ı-1 8 x/2(21—1)! 
ax 
1 a P 
ky? + x? 
{F (- —n,, 21, 1——,) 
—u*F(—n, — 2, 21, 1-)- 
8x'* (2141)! 
ax 
ax 2 n 
[r(-n,, 
n, —n/—2, 2142, 
k ix 


Die absolute Intensität der spontanen Sits 
valls Ax(W) für den Übergang W, I, m -> n’, I’, m’ ist: 


dI 64 nt 
und nach Summation über alle möglichen m: 


wobei J, die größere der beiden Quantenzahlen / und "=! +1 
bedeutet. Die Übergangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit 
nur die Ergebnisse anzuführen. Jedoch geben wir im Anhang II eine 


kurze Herleitung der Größe (i0b), die nicht explizite bei Gordon, a.a.O. 
zu finden ist. 
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M. Stobbe 


nat 


pro Atom im Intervall 4x ergeben sich hieraus durch Di- 
vision durch hv. 

Aus Gleichung (8) geht hervor, daß in einem bestimmten 
Spektrum die Maxima ®(«) und @()') der Wahrscheinlich- 
keitsamplitude ® bezüglich der «- bzw. 8-Skala an verschie- 
denen Stellen liegen. 


(14 


$3. Numerische Auswertung 
Wegen des komplizierten Charakters der Größen 


ist es nicht ohne weiteres möglich, allgemein den Verlauf der 
Übergangswahrscheinlichkeiten als Funktion des Parameters x 
und der Quantenzahl n’ zu übersehen.) Wir geben daher die 
Formeln für die drei ersten diskreten Zustände explizite an. 

Die hypergeometrischen Reihen in (10a) und (10b) brechen 
ab, da das zweite Element eine negative ganze Zahl ist. Es 
empfiehlt sich, als Energieeinheit des Systems im kontinuier- 
lichen Zustand den Absolutwert der Energie des jeweiligen 
diskreten Zustandes, nach dem der Übergang erfolgen soll, 
einzuführen; hierdurch werden die Ergebnisse von der Kern- 
ladungszahl Z unabhängig. 

Für die Übergänge nach den drei ersten diskreten Quanten- 
zuständen kommt mit 


k,, m” = ax 


-0,271YV  (V= Volt, &= star.) 


(16 


1) Hier, wie im folgenden, wird, wenn es erforderlich ist, die Basis- 
funktion in Klammern hinzugefiigt; dabei beziehe sich die Amplitude 
@ (&) auf die Y &-Skala, die Intensität | ®(&)|* auf die £-Skala. 

2) So erscheint z. B. in den Gleichungen (10a) und (10b) fiir die 
„ der Faktor 
geprägtes Maximum an der von B. Davis und Barnes, a. a. O. gefor- 
derten Stelle x = k, besitzt, das von den anderen Faktoren möglicher- 
weise verschärft werden könnte; jedoch zeigt die folgende quantitative 
Untersuchung, daß das in Rede stehende Maximum durch die anderen 
Faktoren gerade ausgeglichen wird, und sich ein vollkommen monotoner 
Kurvenverlauf an a der fraglichen Stelle ergibt. 


, der ein wenn auch nicht sehr aus- 
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nach elementarer Umrechnung bzw. für: 
= i, v= 0, 1: (x = 


ni 1 
(Cor, (x))? = 44a° K, 
(Cyr, = K, 
l= l= 2: 


@)? = K,. 


5 


3 


1 


(Ch, (x)? = K,. 


(Cyr, = 2°3*a®K, 
9 96 208 128 


+ 295 + (1 + x8 + (1 +29? ¥ (1 +29 


38, 1, 2: 
(w))* = 2113%a®K, 
4 40 


a’ K, 


40 
1, l=0: 
))? = 2134 a3 K, 
1 4 4 
"8, 2, 1: 


34 1 


© 
4 
1 
iten 
ich- 
— = 
ier- 
gen 
oll, 
rn- 
- 
(16) 
— 
reo 
> 


M. Stobbe 


Die auf die v-Skala bezogenen Werte C?(v) ergeben sich 


hieraus nach Gl. (8) zu C?(») = 0? = C(x) ite 


Durch einfache Limesbetrachtungen erhält man an den 


Seriengrenzen die in Tab. 1 angegebenen Werte von (C"r', (v))*. 
Tabelle 1 
nil lim - h 
Ex 3, ao n? 


210 et = 18,76 


9 
e 8 = 792,54 


22,015 
218 39 990,7 
21337 e—19 110,09 

210 3772 674.9 


pl 


n, ı 


numerischen Werte von (C} ner 
r ’ 


())? und für n’= 1 
und n’= 2 eingetragen. 

Aus Fig. 3 sieht man, daß bei einem Übergang in den 
zweiten Quantenzustand n’= 2 für kleine Elektronengeschwin- 
digkeiten die zu größerem 1 gehörigen Übergänge wahrschein- 
licher sind als die zu kleinerem ! gehörigen, und daß die Wahr- 
scheinlichkeit für einen Übergang mit gegensinniger Änderung der 
(kontinuierlichen) Haupt- und Azimutalquantenzahl am kleinsten 
ist; mit wachsender Elektronengeschwindigkeit verschieben sich 


aber die Übergangswahrscheinlichkeiten mehr und mehr, indem 


4er 

N 
108. C 

as 
10%. C 
as 

—8 sind die 
Bee Kae In den Tabb. 2 und 3 Figg. 1 a 
10. 
a 
| 
2 
‘a 


Tabelle 2 


met 


108- 0? (v) | 


0 | 0,232 1,025 


0,450 | 0,652] 0,824 0,937 
| 


13,49 13,37 | 12,94 | 12,51 | 11,68 10,78 


9,824 | 8,816 


1,073 


a? 
n= 0,4 | 0,45 | 05 | 06 | 07 Os |09 1 
| 
| 
2 | 
a | 1,084| 1,067| 1,028) 0,899) 0,74 | 0,59 
| 
8, (72 | | 
| 7,795| 6,819| 5,911 4310| 3,05 | 218 
a | | 
11 | 1,2 | 13 | 14 | 15 | 2 
| | 
2 
a | 0,26 | 0,19 | 0,14 | 0,11 | 0,078) 0,019 
| | | 
8, i] 
cn | 0,32 | 0,22 | 0,15 | 0,027 


C? (x) 
a’ 


107. C? (») | 


a? 


0 2,14 


12,62 


0,7 
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| 
| 
| 0 | 005/01 | 015] 02 | 025 [08 [0395 
1 | | 
4 
=: 
| | 
= 7 | 12,82 11,20 | 9,71 |* 8,01 | 6,30 | 4,83 ; 2: 
| 
| = | | 2 2,5 
| | aes 
| — || 488 2,39 0,69 0,20 
10’. 0? (v) | | 
| 3,60 | 1,38 0,26 0,058 0,015 0,0044 


Tabelle 3 (Fortsetzung) x 
n’= 2, 1, i=0 


| 01 2 | 03 | o4 | 05 | 06 
018 | 032 | 0,42 | 0,44 | 0,43 | 0,38 
| 
ee | 1026 | 926 | 7,99 638 | 494 | 3,68 
a 
x 
C= . 0,7 1 | 1,5 | 2 2,5 3 
2 
it 0,33 | 0,16 | 0,028 | 0,0069 | 0,0021 | 0,00059 
8, 
| ast | 092 | 011 | 0,020 | 0,0048 | 0,00114 
a 
v= 2,f=1, l= 
x a 0 0,1 | | 93 | 04 | 08 0,6 
2 
a — | 0 2,80 00 6,75 | 6,37 | 585 | 4,91 
7. 03 
10"- C’ | 16,83 | 16,10 | 14,38 | 11,84 | 9,163 | 6,73 | 4,71 
a 
| 
ky 
2 
g ui 3,92 | 1,89 0,22 0,044 | 0,012 | 0,0081 
a | 
7. 02 
0,92 | 0,084 | 0,013 | 0,0027 | 0,00059 


die zu kleinerem l gehörigen Übergänge die wahrscheinlicheren 
werden.') Aus den Formeln (15) erkennt man weiter, daß für 
Geschwindigkeiten entsprechend »>», («> 1) praktisch nur 
der Übergang 1=1 — !=0 zu berücksichtigen ist (alle 


1) An diesem qualitativen Verhalten ändert sich auch bei Summa- 


tion über alle möglichen m und Mittelbildung nichts, wie man leicht 


Erklärung zu Fig. 
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Potenzen von 1/v gegen Null). 
Dieselbe Regel bestätigt man auch für n’= 3 an Hand 


der Formeln (16): für große Ge- 
schwindigkeiten = r,, 1) E 
ist die Übergangswahrscheinlich- ae 
keit in den Zustand = 0 am 
größten, dann folgt mit einer N ig 
höheren Potenz von 1/» diejenige Je 
nach ”= 1 und schließlich mit 
einer weiteren Potenz von 1/» die- 57 
jenige nach I’ = 2; auch hier ist 
für jedes die Übergangswahr- = 
scheinlichkeit mit gleichsinniger 
.. ‘ 
Anderung der Haupt- und Azi- gee 
.. . . eo 2 ~ 
größer als bei gegensinniger Ande- > on 
#3 
rung 1 = 1 -»l’. Jedoch zeigt » 
die Tab. 1, daB an der Serien- — 
grenze die Intensität für einen = #87 
Übergang nach I’ = 1 stärker ist, » Am 
1 2. ey 
Se 
"ae 
= 
bs A 
— 
4> 
g 
IN _ 


4. Die absoluten Ausbeuten des Photoeffekts 


Es soll zunächst gezeigt werden, daß das nach der Stö- 
rungstheorie erhaltene Ergebnis des Photoeffekts äquivalent ist 
mit den Forderungen der Einsteinschen Beziehungen zwischen 
den Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der spontanen Emission 


falleı 
im F 


Ih ; 


eren 
un¢ 
auc 
dire 
neg 
- 
unl 
die 
(17) 
| Wel 
3 
(19) 
verb 
ay 
an 
: 
— 
auf di 
be 
rec} 


fig. o 
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und der Absorption, so daß die Gültigkeit dieser Gleichungen 
auch für aperiodische Prozesse in der Quantenmechanik auf 
direktem Wege erwiesen ist. oa 
Für den Fall der Störungsrechnung werde die aus Be 
negativen y-Richtung einfallende Lichtwelle als monochroma- — 
tisch, parallel der z-Achse polarisiert angenommen: | 


E,=-€=-0, &,=Esin -2). 


führung der Polarkoordinaten (1) die Richtungsverteilung der 
aus der K-Schale ausgelösten Elektronen durch cos? +, nd 
die Zahl der pro Zeiteinheit austretenden Elektronen durch = 


(17) Be 

ehE 
(18) Vım = Sat 
gegeben.') 


Die Amplitude E des elektrischen Vektors der einfallenden 
Welle ist mit der Strahlungsdichte og durch die Gleichung 


E? 
man: 


in (18), so palin man mit (19) an Stelle von (17): 


Z = Z,. 


im Raum ist dsher, indem wir gleich durch Multiplikation mit — 


l/h zu v-Skala übergehen: 
2 2 


1) Wy bedeute hier die nach der Energieskala normierte Eigenfunk- — : 
tion; V,, w bezieht sich daher auf die Einheit der Y W-Skala, | V,, |? oie 
auf die Einheit der W-Skala. Z, = Zahl der für die Absorption gleich- _ IE 
berechtigten Elektronen. Dabei lassen wir von jetzt ab den Strich bei = u 
Größen des diskreten Zustandes häufig fort, wenn der Sinn unmittelbar wa 
ist. - 


n 
‘ 
53 
)- 
st 
n 


Mit der Übergangswahrscheinlichkeit der spontanen 
Emission pro Zeiteinheit F 


6424 8° 


A, Av = +19 |? + Av 
und 9 =e@,4» kommt hiernach für die Zahl der pro Zeit. 


 einheit emittierten Photoelektronen 


(20) 


Nach den Einsteinschen Gleichungen ist die Übergangs. 
wahrscheinlichkeit durch Strahlungsabsorption für aperiodische 
Prozesse!) gegeben durch: 


in Übereinstimmung mit (20). Die adsoluten Ausbeuten des 
Photoeffekts und die Abhängigkeit von der Frequenz des ein 
gestrahlten Lichts sind daher nach Gl. (20) durch die durch 
hy» dividierten Intensitäten der spontanen Emission (12) und 
die numerischen Berechnungen $ 3 bestimmt. Die Richtung» 
verteilung der Photoelektronen ergibt sich aus den in de 
Matrixelementen eingehenden kontinuierlichen Eigenfunktionen. 

Ein Vergleich der quantitativen Ausbeuten mit der Er 
fahrung ist wegen der Beschränkung auf die Wasserstof- 
matrizen wenig aufschlußreich und soll daher erst an Hand 
der photoelektrischen Röntgenabsorptionskoeffizienten durch- 
geführt werden. 


II. Die Rekombination freier Atomkerne mit Elektronen 


§ 5. Entwicklung der ebenen Welle nach kontinuierlichen 
Wasserstoffeigenfunktionen 
Mit Kenntnis der kontinuierlich-diskreten Polarisation* 
matrixelemente als Funktion der Energie des kontinuierliche 
Zustandes ist sofort die Theorie der Wiedervereinigung freie 
Atomkerne mit Elektronen unter Ausstrahlung gegeben. 


1) Zur Erweiterung der Einsteinschen Gleichungen auf apen 
odische Prozesse vgl. P.A.M.Dirae, Proc. Roy. Soc. (A) 106. S. 581. 19% 
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In der klassischen Quantentheorie konnte der rekombi- 
nierende Wirkungsquerschnitt nur korrespondenzmäßig durch 
Betrachtungen des thermischen Gleichgewichts mit Hilfe sta- 
tistischer Gewichte bestimmt werden.') Nach der Quanten- 
mechanik hingegen läßt sich dieser direkt durch die Aus- 
beuten der aus einem ebenen Kathodenstrahl eingefangenen 
Elektronen vermittels der Übergangswahrscheinlichkeiten be- 
rechnen.?) 

Zur Bestimmung der hierzu notwendigen Übergangswahr- E : 
scheinlichkeiten aus einem vom Unendlichen als ebene Welle _ 
einfallenden Elektronenstrahl hat man diesen nach den kon- — 
tinuierlichen Eigenfunktionen des Kernelektronproblems zu 
entwickeln. Hierbei ist „ebene Welle“ cum grano salis zu ver- 
stehen, da bekanntlich die unter dem Einfluß eines Coulomb- 
feldes stehenden Elektronen auch im Unendlichen keinen voll- _ 
kommen ebenen Strahl bilden, sondern noch das bei = 
folgenden Entwicklung auftretende logarithmische Glied in der © 
ein Exponentialfunktion hinzukommt.’) 

Aurch Für den Fall der Abstoßung ist diese Entwicklung bereits 
mal von Gordon zur Ableitung der Rutherfordschen Streuformel — 
durchgeführt worden.*) Zur größeren Übersichtlichkeit sei hier 


n des 


- dasselbe Verfahren für den benötigten Fall der — - 
kurz rekapituliert. 
- Man schlage um den Kern eine konzentrische, a = 


gesetzt gleichförmig geladene Kugel mit beliebig großem 
Hand Radius R. Die aus der positiven z-Richtung einfallende, im — 


rstof. 


lurch 
1) H. A. Kramers, Phil. Mag. 47. 8. 836 1923; R. Becker, 
Ztschr. Phys. 18. 8. 325. 1923; E. A. Milne, Phil. Mag. 47. 8. 209.1925; 
vgl. auch den zusammenfassenden Bericht von R. Seeliger, Phys. — 
Ztsehr. 30. S. 329. 1929. 
2) In einer theoretischen Untersuchung von J. R. Oppenheimer, 
Phys. Rev. 31. S. 349. 1928 wird bereits der explizite Ausdruck des 
; Wirkungsquerschnittes für Rekombination nach dem Grundzustand an- 
100 gegeben; der aufgestellte Ausdruck ist jedoch nicht korrekt, da die dort — 
liche eingehende Größe g nicht, wie dort definiert, gleich dem Verhältnis der 
freier kinetischen Energie des freien Elektrons im Unendlichen zur Ionisations- 
energie des Grundzustandes, sondern gleich der Wurzel aus diesem 
Quotienten zu setzen ist. 
3) Vgl. N. F. Mott, Proc. Roy. Soc. (A) 118. S. 542. 1928. 
4) W. Gordon, Ztschr. f. Phys. 48. S. 180. 1928. 
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feldfreien Außenraum ebene Welle zerlege man nach den 
Eigenfunktionen des freien Raumes und schließe diese nebst 
den auslaufenden Kugelwellen an der Oberfläche derart an die 
stehenden Wellen an, daß die Funktionen und ihre ersten 
normalen Ableitungen keinen Sprung erleiden (Bedingung des 
Erhaltungssatzes). Schließlich gehe man zu limes R = co über. 

Die Eigenschwingungen des feldfreien Raumes in Polar- 
koordinaten erhält man, indem man in den kontinuierlichen 
Eigenfunktionen des Coulombfeldes (3) a=oo (d.h. Z = 0) 
setzt: 


3 
+ i! + 1, 20+ 2, — 2ixr). 


Mit Beriicksichtigung der Definitionsgleichung der Bessel- 
schen Funktionen höherer Ordnung: 


a! an +2) ' 2-4-2n + 2)(2n + 4) 


und der Verdopplungsformel der J-Funktion’): 
229-1 + = Va 
erhält man bei Entwicklung von e‘** und Einsetzen der 
F-Reihe: 
(21) Zw, ı(r, 00) = N (x, 00) uw, (r, 00) = (x 1). *) 


Die mit dem Zeitfaktor e-2*‘”* auslaufenden Kugelwellen 
sind daher?) 


96 * 


1) Vgl. z. B. Whittaker-Watson, Modern Analysis, § 12,15 
(1927). 

2) Man kann dies auch so einsehen: Die Differentialgleichung 
des Coulombfeldes 


dr ar r 


h? 
AntuZe x? = — h? W ) geht für Z = 0 (a = ©) mit 


: 
{ 


und 


Funktic 
Anna 


: 
. Anc 
nac. 
fan! 
ir 
Hi 
1e] 
| (23) 
Coul 
‘ 
dies 
zu | 
(24) 
über, 
wo N 
spezie 
= 
4 
x 
wae 
| 
wobei 
genomn 
| und de 
1) 
en‘ BE u - in die Besselsche Differentialgleichung 


mit 


lautet die Entwicklung der ebenen Welle 
nach den gewöhnlichen unnormierten Legendreschen Kugel- _ 
funktionen }): 


co 
ixcos3? 1 ;n 2 1 J P 9 
e 2 (2n + 1) (COS 9). 


Hierin (21) substituiert, gibt 


(23) ef* — 214-1) N (x, 00) um, (r,00) P, (cos 9). 


Wir bilden nun ze. Aggregat der Eigenlösungen des 
Coulombfeldes (a + 00), welches für a = oo in (23) übergeht; a 
dies soll dann (bis auf einen noch aus den Grenzbedingungen 
zu bestimmenden Faktor c) die Lösung im Inneren der 
Kugel sein: 


d*v 1 dv (l + 4)? 
über, so daß 


x07, ©) = N. —— 
: 


wo N der Normierungsfaktor; für +3 
speziellen Lösungen (xr), (xr), (x r) Benselsche, 
bzw, erste und zweite Hankelsche Funktion), so daß 
1 
N- ——- J > 

x", @) Vr 1+} (xr) endlich fiir r= 0, 

und 1 
N— H} 1 (xr) auslaufende 
+3 


Z(", ©) = Kugelwelle , 


wobei J , =4/H' , +H? ,\, und der Zeitfaktor e~ 
i+ | 2) 
genommen. Die Winkelfaktoren sind fiir den Fail des leeren Raumes 
und des Coulombfeldes dieselben. 

1) G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, 8. 128. 1922; 
tesserale Kugelfunktionen treten nicht auf, da die zu entwickelnde 
Funktion symmetrisch um die z-Achse ist. 


(xr) einlaufende 


. . > 
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Entsprechend setzen wir für die auslaufende Kugelwelle (22) 
im Außenraum an: 


17% diel + 1)C, N (x, 00) uw, ı(r, 00) P, (cos 9). 
1=0 


Die Grenzbedingungen an der Kugeloberfläche liefern fiir die 
Konstante c, mit Benutzung der asymptotischen Ausdriicke 
für die zy ,(r) = N(x) uy ,(r) die Werte 

log2xR 


2 (0,0 = arg 1+ vgl. § 2). 


Indem man schließlich R = oo setzt, erhält man nach (24) 
unter Fortlassung der unwesentlichen Phasenkonstante 


als die gesuchte Lösung für den ganzen Raum 

(25) Pr, 9) = it (214 N um, ı(r) P, (c0s9)) 
1=0 


Multipliziert man noch beide Seiten mit dem Normierungs- 
faktor der ebenen Welle fiir den Einheitsstrom pro Zeiteinheit 
pro Flächeneinheit (vgl. § 2), und bezieht man noch die Nor- 
mierung der Atomeigenfunktionen auf die v-Skala, ersetzt also 


N(x) durch N (») 


Nenner mit dem Normierungsfaktor der Kugelfunktionen, so 
kommt: 


i=0 


, und erweitert endlich Zähler und 


§ 6. Die rekombinierenden Wirkungsquerschnitte 
Mit (26) als Eigenfunktion des Ausgangszustandes erhält 
man für die Übergangswahrscheinlichkeit in den Zustand n’, I’: 


| 


Y, 2, m’ 
1) Einsetzen der asymptotischen Ausdrücke für uy, ,(r) liefert nach 
Summation der Reihe die Überlagerung einer inhomogenen Kugelwelle 
und einer „ebenen“ Welle: 
1 
il «xr cos — —— log xr (1 — cos 9) 
e [ an 


Die 
auf 
Sur 


nac 
(27) 


Die: 
zust 
nor 
Ker 


zust: 


lassen 
quersi 


1 
man d 
in Wec 
fiir die 
der Re 


anzuset 
nach di 
Elektro 
h ingege 


Sa 
> 
o Sed 
h= 
| _ 
qs 
Reko 
(28) 
| 
zu 
| 
| 
_ 


auf die Glieder m’=0, +1, 
Summe in % nur die Glieder mit 1 = /’+ 1 übrigbleiben. Le Ri: 

Für den Übergang in den Grundzustand ergibt sich somit aa B Be 
nach (9), (10): 


64nt 


Diese Größe hat die Dimension einer Fläche, da der keep 
zustand auf einen Strom pro Flächeneinheit und pro Zeiteinheit 
normiert ist. q, ist daher der Wirkungsquerschnitt eines freien 
Kerns bei Rekombination nach dem Grundzustand. : 

Fiir Rekombination nach dem ersten bzw. zweiten Anregungs- 
zustand erhält man: 


64 nt 6? ny 2 Nr 2 | 
64 2 Ny my 2 
+ +2 (CTT 

+2 (»)) 3 =a AY. 
Allgemein ergibt sich für den Wirkungsquerschnitt bei 
Rekombination nach dem n-ten diskreten Zustand: 
dI, 1 
W .yW W,n 


‘Mit mame der speziellen Formeln (20) bis (22) 1 fiir die 


a 


mr, my dx 


lassen sich die Ausdrücke 91; Io: 9, und die partiellen Wirkungs- Dr 
querschnitte q, „93,1, 93,0, 93,17 73,2 noch folgendermaßen schreiben: 


1) Es sei hier bemerkt, daß man dasselbe Resultat erhält, wenn 
man die Bedingung des thermischen Gleichgewichts eines aus Atomen 
in Wechselwirkung mit Strahlung bestehenden Systems aufstellt, wobei 
für die Strablungsdichte, entsprechend der verabredeten Vernachlässigung 
der Rekombination unter Einwirkung von Strahlung, die Funktion 


hy 
e kT 


ob, T)= 


anzusetzen ist, Es ist dies der Ausdruck einer allgemeinen Regel, wo- 
nach die Bedingungen des statistischen Gleichgewichts zwischen Atomen, 
Elektronen und Strahlung von der Quantenmechanik nicht beeinflußt, 
hingegen aber die werden. 


i 
aa 
7 
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a? | (1 + x? (1 + 0°)? (1 + 
12 
6a 
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a? Im + (1 + + (1 + xf? 
_ arctgz 
e ” 
13,9 u? _ 6x 
80/3 + 736/3 me 256 
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ne e 
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Forn 


| 
Abh: 
= 
i= 
on 
(29) 
- 
(30 
) 
| 
mit Ww Glied 


Die Umrechnung auf die Geschwindigkeit der Elektronen 
in Volt, und die dadurch explizite zum Vorschein kommende 
Abhängigkeit von der KernladungszahlZ geschieht nach G1.(13) = 


und liefert: 


210 u 300 
hi 


v 
v-n 


— [146 


27 27 u 300 = 
= 1,65-101!, 


210 77 u - 300 10 
const = = 1,63-10". 


ie Zap Elektronen (z < 1) reduzieren sich die 
Formeln (29) auf: 


|W| 
0,0183 3 Ww ? 


u? 
2" ha an |W; 
0.010065 


=~ 


~ 22. . \ 


Für große Geschwindigkeiten wird (bei Vernachlässigung der 


Glieder proportional mit höheren Potenzen von — = iL 


J 
4 | 
k photoelektrischer Prozesse 
oid LS. 
Ze e 
2 2 of const er 
Vy 
1+ 56 + 304 an. "45 v, \® \4) 
j 
N 


M. Stobbe 


+22. 2 
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Von besonderem Interesse ist die fue nach dem Gesamt- I | 
wirkungsquerschnitt q =>'q,,, d.h. die > | 
keit aus einem ebenen Kathodenstrahl nach irgendeinem dis- ee 
kreten Zustand des Atoms überhaupt. Ein geschlossener Aus- 
druck läßt sich hierfür schwer angeben, da einer Summation gr 
der q, recht erhebliche Schwierigkeiten gegenüberstehen. Für ) 
große Geschwindigkeiten (große x) jedoch wird asymptotisch 4 |: 
(82) = 1,1965 + R, 0,005 SR=0,006. 

n 4s,0 

Aus der numerischen Durchführung läßt sich leicht der a 
Giiltigkeitsbereich dieser Beziehung abschätzen. Die der qs 18 
Formel (32) zugrunde liegende Beziehung qd, = 4 die im = 
wesentlichen der Vernachlässigung aller Übergänge in einen | 
Endzustand mit l’+ 0 entspricht, behält ihre Gültigkeit in 1 12 
derselben Näherung für desto kleinere Elektronengeschwindig- a 
keiten bei, je größer n ist. Quantitativ beträgt die Abweichung m |4 
q,—4, des Wertes 7, vom wahren Wert q, z.B. bei 2, = 2 für 2 

= 2: 18,8 Proz. und für n = 3: 14,2 Proz.; bei 2, = 4 für dhs 

= 2 nur noch 5,8 Proz. und für n = 3 weniger als 0,5 Proz.; % |1 
far n= 5 dürfte bei z,= 2 die Differenz q,—q, schon unter- 
halb 2 Proz. liegen. 

In der folgenden Tabelle sind einige numerische Werte q, u 
für die Wirkungsquerschnitte eines positiven Kerns bei Wieder- getra 
vereinigung mit Elektronen in den ersten, zweiten und dritten 
Quantenzustand, und der Gesamtwirkungsquerschnitt, soweit sich In = 
dieser abschätzen ließ, angegeben. Als Maß der Geschwindigkeit quers 
der stoßenden Elektronen ist durchwegs keine 

Ww Stelle 

|W, | 

EIER gewählt; die Angaben sind hierbei von der Kernladungszahl parti 
: ee unabhängig. Die Umrechnung von z auf Volt geschieht wieder zeigt 


verse 


nach Gl. (13 
(13). 


5 
( 10-21[ | W, | ) le f 
? 


Tabelle 4 
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« 0 0,05 0,1 0,2 0,3 

©  16,66-10=® | 1,67.10=® | 4,11-10-* | 1,75.10-2 

©  19,94.10=2 | | 6,15 -10-* | 2160-10-22 

© 2°70-10-*° | 6,48-10-" | 1,46 | 5,30-10-2 

©  1370.10-® |8,92-10-2 | 2,08-10-2 | 7.91.10-2 

— 0,82-10-*" | 1,98-10-** | 8,84.10-2 

— [245.102 | 541-1022 | 2,06-10- 

— |2'60-10-* | 4161-10-22 1,32-10-" | — 

©  12,51.10=2 | 5,86.10=2: | 1,20-10-*" | | 1,78-10-*8 

" 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

|3,78-10-% | 2,56-10-* | 1,84-10°® | 1,31-10-) 

| 7,89-10- jos Ki 1,40-10- 

4 199-10 1,18-10-*| 7,25-10-*) 4,68-10-* | 3,16-10-* 220.107 

do |2,75-10-% — 4,06 -10- 

18,82.10-28 | 4,79.10— | 2,75.10=®° | 1,70-10-* | 1,08.10—® | 7,24.10-% 

x 15 2,0 2,5 5 

| 1,04-10=2° | 4,50-10-* | 2,19.10—% | 6,62.10-2 | 2,52-10-% 

| 3,84-10—* | 1,37-10—% | 5,84- 10-3 | 2/80-10-% | 8,40.10—2°| 3,18-10—2° 

he, | 1,12-10—* | 2/40.10- | 6,59.10- 2° | 2,25.10- | 387-10-27| 9,5 -10-8 

14.96.10-2 | 1,61-10-** | 6,49-10-*5 | 3,03.10—28 | 8,79-.10-3° | 3,27.10-% 

3,87.10-8| — 6,56-10-26 | 2.19.10 |  — 

da —  |843-10-%| — | — 

— 2356-10-27 1,08- | 1105-10-19 

1,55-10—% | 4.74-10-%5 | 1,88-10-25 | 7'37-10-% | 2,32-10-2 | 9,33-10-%7 

q — 1,29-10-*8| 5,5 |2/65.10-% | 7,85-10=2s| 3,00-10-5 


getragen. 
, die strichpunktierte denjenigen des Gesamtwirkungs- 
querschnittes an. Wie aus den Kurven ersichtlich ist, bestehen 
keine Maxima an der von B. Davis und Barnes geforderten 
Stelle 2, =1. 
Die Figg. 5 und 6 geben noch einmal den Verlauf der 
partiellen Wirkungsquerschnitte für die s-, p- usw. Terme. Es 
zeigt sich auch hier wieder das typische Überschneiden der zu 
verschiedenen Termen gehörenden Kurven mit wachsender Elek- 


In Fig. 4 ist der Logarithmus der Wirkungsquerschnitte q,, is 
q, und q, als Funktion der Elektronengeschwindigkeit auf- 
Die gestrichelten Kurven geben den Verlauf von 


| 
— 
= 
5 
= 
aa 5 
. rg 
afin 
- 
Er 
ra 
Er: 
> 
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Logarithmus der effektiven Wirkungsquerschnitte eines trone 
freien Kerns gegenüber Elektronen für Rekombination 
als Funktion der Elektronengeschwindigkeit: 
q = Gesamtwirkungsquerschnitt 
keite 
q, für Rekomb. in den Grundzustand w’ = 1 Wiec 
q2 für Rekomb. in den ersten angeregten Zustand n’ 


wahr 


zwisc 
4; für Rekomb. weiten angeregten Zustand 1’ =! atom 
zuste 


Logarithmus der effektiven Wirkungsquerschnitte eines Logar 
freien Kerns gegenüber Elektronen als Funktion der gegen 
Elektronengeschwindigkeit für Rekombination: 

% in den ersten Anregungszustand n’ = 2 

92,0 in den Zustand n’ = 2,’ = 0 

in den Zustand n’ = 2, 


(32) 


wo 4 
lichk 
berec 


ha 
i 
. AN, 
Kor 
WERK: 
— 
EN 
0 2 4 6 .8 10 15 20 25 30 X,=Vy, 
aes 
— 
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tronengeschwindigkeit, wie es schon in § 3 für die Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten der spontanen Emission gefunden wurde. 


Bemerkenswert ist, daß für alle Elektronengeschwindig- 


keiten q, >q,„, wenn n <m, so daß keine Bevorzugung der 


Wiedervereinigung in hoch angeregte Zustände besteht. 


Der Ausdruck (28) gestattet, eine allgemeine Beziehung : 5 


zwischen dem effektiven Wirkungsquerschnitt q, (v) [cm?] und dem 
atomaren Absorptionskoeffizienten für Licht r, (v, v,) [em?] auf- 


zustellen. 


~26 
0 


Logarithmus der effektiven Wirkungsquerschnitte eines freien Kerns 
gegenüber Elektronen als Funktion der Elektronengeschwindigkeit fiir — 
Rekombination : 

qs in den zweiten Anregungszustand "=3 

45,0 in den Zustand n’ = 3, Il’ = 0 ae 

4s,, in den Zustand n’ = 3, Vv = 1 

4s, in den Zustand n’ = 3, I’ = 2 

Fig. 6 


Der atomare Absorptionskoeffizient ist gegeben durch 


By w 


(82) T,(¥,%,) = 


‘ er 
> 
2 u 5 
- 
| 
wo 4A, B die über / und m summierten Ubergangswahrschein- 
lichkeiten, und Z, die Zahl der für den Absorptionsakt gleich- eres 
berechtigten Atomelektronen (Z, = 2 für n = 1 usw.) bedeuten. SE ne Ber 
XU 


M.Stobbe 


Substituiert man nach (28) AW q, () und 


x ‚so folgt 


(34) 4, +0? =h(v —»,), 


wie bei Kramers’), oder, wenn man die zweite Gleichung in (33) 
benutzt, 

h? n 

(35) q, (0) = se 

Hierbei werden die beiden letzten Formeln für n = 1,2,3 und 


wasserstoffähnliche Systeme präzisiert durch die Gleichungen (12), 
(14) bis (16). 
87. Intensität und Polarisation der Rekombinationsstrahlung 

Die Intensität des Wiedervereinigungsspektrums ist pro- 

portional der Zahl der rekombinierenden Stöße. Gemäß der 

Definition des effektiven Wirkungsquerschnittes aus der Exponen- 

tialformel für die Intensität eines homogenen parallelen Kathoden- 

strahls 


(36) 

und der freien Weglinge ; 
1 1 7 

(36’) A= ran Nt = NF 

(N* = Anzahl der fiir die Rekombination in Betracht kommenden 

positiven Ionen bzw. Kerne) erhält man mit J(v) =v (0) 

(N (v) = Konzentration der Elektronen mit der Geschwindig- 

keit v) und Differentiation von (36) nach t: 

Das Produkt vq (v) wird gewöhnlich als Rekombinationskoeffizient 


v,v,) bezeichnet, wobei v und », durch v,) ge 


koppelt sind. Beachtet man, daß pro eingefangenes Elektron 
ein Lichtquant der Frequenz » = a + », emittiert wird, so 
folgt aus (37): 

(38) I,dv =hva(v,v,)N- dv. 


so 
dere: 
gescl 
gescl 
und 

schoı 
sieru: 
der . 
zeich 


Moh 


verte’ 
der | 
rechn 


wobei 
und 

erhäl: 
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lichk« 


(39) 
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Setzt man hierin für q in @ = vq(v) die Formeln (29) ein, 
so erhält man die Intensitäten für die s-, p- usw. Terme, und 
deren Intensitätsverhältnis in Abhängigkeit von der Elektronen- 
geschwindigkeit. Nach Figg. 5 und 6 ist für kleine Elektronen- 
geschwindigkeiten die Intensität bei Rekombination in den p- _ 
und d-Zustand bedeutend größer als in den s-Zustand; aber 
schon für Elektronengeschwindigkeiten entsprechend der Ioni- 
sierungsenergie des Grundzustandes überwiegt die Intensität 
der Rekombination nach den s-Zuständen. Qualitative An- 
zeichen dieses Verhaltens scheinen in einer Untersuchung von 
Mohler?) vorzuliegen. 

Verschiedene Autoren haben versucht, aus der Intensitäts- 
verteilung des Wiedervereinigungsspektrums « (v, v,) als Funktion 
der Elektronengeschwindigkeit zu bestimmen. Mohler!) be- © 
rechnet aus seinen Versuchen an C's- Dampf 


wobei die Konstante a nicht genau ermittelt werden konnte 
und als 1 oder 2 angenommen wurde. Quantenmechanisch 
erhält man für den wichtigsten Fall der Rekombination in 
den Grundzustand mittels (27) und den Übergangswahrschein- 
lichkeitskoeffizienten nach (12) und (14): 


a(v, = = A," 


1 


(39) 


>. 7 2 
v2 2 : K 
u ‘2 


Für Rekombination in angeregte Zustände treten nach (15), 
(16) noch additive Glieder proportional mit höheren Potenzen 


Ton hinzu. Im Falle großer Elektronengeschwindig- — 
vy — bes 


k i 
= 
4 
- 
= 
3 
2% N 
: 
e 1 Y : 
| 


keiten («>»,) kommt 
zienten nach (32) 


const - K, 
n 


mit denselben Konstanten wie in Gl. (39). 

In der Tab.5 geben wir einige Werte des Rekombinations- 
koeffizienten fiir nackte Kerne und Elektronen als Funktion der 
Elektronengeschwindigkeit an. Mit (13) wird 


i 
= 04q,(v) = 


Tabelle 5 


0,05 o1 10% | ‘eS 5 
0,034 0135 | 337 | 135 | 53,9 337 
7,27-107!8| 3,65 6,25: 10" |2,16- 107 |4,26-10- | 5,50-10" 
4,03-10718| 195-10" 2,16-10°%4 |4,80- 107% 7, 02-1071 | 7,14-10% 
2,54-10-1| 1,28-10-™ |9,62-10-® 2,07.10°18 | 2,04-10" 

— 15.65.1015 |6,55-.10% 


Zum Vergleich mit der Theorie liegen nur eine geringe 
Anzahl experimenteller Arbeiten vor. Kenty!) berechnet aus 
seinen Beobachtungen an Argon mit 0,4 Volt Elektronen für « 
den Wert 2-.1071%, Mohler?) fand für Cäsium und 0,2 Volt 
Elektronen & = 5,2 - 107%, 

Die Polarisationsverhältnisse der Rekombinationsstrahlung 
lassen sich nach (38) mit (28) und den Matrixelementen der 
spontanen Emission direkt ablesen. Für den Übergang in 
den Grundzustand schwingt der elektrische Vektor parallel 
der Einfallsrichtung des stoßenden Elektrons; für den Über- 
gang nach einem angeregten Zustand ist das Licht nicht mehr 
streng linear polarisiert, geht aber nach (32) für große Elek- 
tronengeschwindigkeiten praktisch in parallel der Stoßrichtung 
polarisierte Strahlung über. 


) C. Kenty, Phys. Rev. 32. S. 624. 1928. 
3 F. L. Mohler, a. a. 
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if oe III. Die photoelektrischen Absorptionskoeffizienten 
fiir Réntgenstrahlen 


ar 8. Übersicht der vorliegenden theoretischen Arbeiten 


4 AN 


Die photoelektrischen Absorptionskoeffizienten der K- und 
L-Schale sind schon mehrfach quantenmechanischen Unter- ee 
suchungen unterworfen worden. Oppenheimer?) gibt den Ab- © 
sorptionskoeffizienten für das an die Lymanserie anschließende 
kontinuierliche Spektrum an den Stellen » = », (Seriengrenze), — 
v= 2», und v»>»,, ferner für das an die Balmerserie an- 
knüpfende Spektrum für die beiden Grenzfälle »=», nd 
v>», an. Seine auf recht kompliziertem Wege gewonnenen 
Resultute stimmen jedoch nicht mit den in diesem Paragraphen 
abgeleiteten Formeln überein.?) Weiterhin hatSugiura’)imAn- 
schluß an seine mit Hilfe der Integraldarstellung fürdiekontinuier- _ 
liche Kigenfunktion gefundenen kontinuierlich-diskreten Polari- _ 
sationsmatrixelemente den vollständigen Ausdruck für den Ab- © 
sorptionskoeffizienten der K-Schale (bis auf einen Faktor 2) 
und die Grenzwerte des Absorptionskoeffizienten der L-Schale _ ur 
fürv=», und v>r, angegeben. 
Angaben für die L-Schale illusorisch, da die durchgeführte = 
Trennung der drei Untergruppen L,, L,,, L bei den von — 
Sugiura gemachten Vernachlässigungen (Relativitäts- und Spin- a 
korrektionen) unmöglich ist, und eine falsche Zuordnung der 
Matrixelemente zu den Untergruppen gewählt wurde. Ferner R 


1) J. R. Oppenheimer, Z. Phys. 41. S. 268. 1927. . 
2) J. R. Oppenheimer findet z. B. für den Absorptionskoeffizienten = 
2 
an der @’=1, =O): 2, = 3,2 


, t=O: 


e? 3,4 
!’=1, l=2): = 3,5 — a , während unsere Aus- : 


ae 


drücke durch die Formeln (43’), (44’), (45) gegeben und bzw. propor- 

tional A*, 44, 4° sind. Auch das qualitative Verhalten der an das Balmer- 

spektrum anschließenden Absorptionskurven für "=0 und I’ =1 ist bei ; 

Oppenheimer (vgl. S.287) ein anderes als das von uns aufgestellte. = 

Lediglich für große Frequenzen stimmen die „qualitativen“ Angaben 

von Oppenheimer mit den unsrigen überein. 
3) Y. Sugiura, Se. Pap. I. P.C. R.11. 8. 1. 1929. 
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haben Nishina und Rabi?) in einer kurzen Notiz den Ab- 
sorptionskoeffizienten der K-Schale ohne Ableitung explizite an- 
gegeben, und für einige Werte von » mit empirischen Daten 
verglichen. Der Ausdruck stimmt mit unserer Formel (43) 
überein; es ist jedoch zu berücksichtigen, daß für den quan- 
titativen Vergleich mit der Erfahrung in dem interessierenden 
Frequenzbereich der Einfluß der Absorption durch die L-Schale 
keineswegs zu vernachlässigen ist. Schließlich ist kürzlich eine 
Arbeit von Gaunt?) über kontinuierliche Absorption er- 
schienen, in der für die Polarisationsmatrixelemente selbst 
Integraldarstellungen angegeben und für einige Spezialfälle 
ausgewertet werden. Abgesehen von den nur näherungsweise 
gültigen Resultaten scheint uns der Gang der Rechnung für 
das vorliegende Problem unnötig kompliziert. 

Im folgenden leiten wir die exakten Formeln für den 
Absorptionskoeffizienten der K-, L- und L,, + L,,-Schale ab 
und geben die numerischen Werte für das Frequenzintervall 
„=svS26», an. 

Die Verwendung der Wasserstoffmatrizen legt zunächst 
die Beschränkung auf hoch ionisierte Atome mit großer Ord- 
nungszahl auf, da in diesem Falle durch das Fehlen der 
äußeren Elektronen die Eigenfunktionen nahezu wasserstoff- 
ähnlich sind (Vernachlässigung der Wechselwirkungsenergie 
der Elektronen untereinander gegenüber der Bindungsenergie 
des Atomkerns). 

Die Resultate dürften daher die Verhältnisse im Inneren 
der Sterne in guter Annäherung darstellen. So besitzt z. B. 
im Mittelpunkt der Capella das Element mit der Ordnungs- 
zahl Z = 26 (Fe) nur in einem von 150 Fällen ein verein- 
zeltes L-Elektron, und nur 70 Proz. der Atome haben gleich- 
zeitig beide K-Elektronen gebunden.?) 

Andererseits wird man aber auch erwarten können, daß 
für neutrale Atome mit hohem Atomgewicht, für die die 


1) Y. Nishina und I. I. Rabi, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) 9. Heft 1. 
S. 8. 1928. 
2) J. A. Gaunt, Proc. Roy. Soe. (A) 126. S. 654. 1930; Phil. Trans. 
London (A) 229. S. 163. 1930. 
3) Vgl. A.S. Eddington, The Internal Constitution of the Stars, 
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kernnahen Elektronen im wesentlichen noch unter dem Ein- 
fluß des Coulombschen Kernfeldes stehen, gréBenordnungs- 


mäßig richtige Resultate für den Absorptionskoeftizienten der Se 


K- und L-Schale erzielt werden. Hierbei soll außer dem 


funktionalen Verlauf der Absorptionskoeffizienten gerade durch oo 


den Vergleich mit empirischen Daten der Anwendungsbereich | 
der Wasserstoffeigenfunktionen auf die inneren Atomelektronen . 
dargelegt werden. § 


§9. Ableitung der quantenmechanischen Formeln 


Um den Absorptionskoeffizienten zu erhalten, hat man 
die in der Volumeneinheit pro Zeiteinheit der Strahlung von 
der Dichte o, im Frequenzintervall A» entzogene a) 


Av. N.Z, | 
durch den Energiefluß pro Flächeneinheit pro Zeiteinl 
I, 4v=co,4v 


zu dividieren. Mit Hilfe der Einsteinschen Gleichung 


B" 


kommt danach für den Absorptionskoeffizienten pro Längen- 
einheit 


W 


(41) t= [em?] 


a 


bzw. den Massenabsor ptionskoeffizienten 


(42) 


1) N=e- 3, wo N = Anzahl der Atome pro Volumeneinheit, 


0 = Dichte, L = Loschmidtsche Zahl pro Mol, A = Atomgewicht, und 
Z,= Zahl der für den Absorptionsvorgang gleichberechtigten Elektronen 
im Atom. 


n 
le 
e 
= 
t 
- 
und hieraus für den atomaren Absorptionskoeffizienten 
WS 
B | n he Ps ‘ 
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Aus (al) erhält man mit (12) und (14) für die K-Schale 


(Z,= 2) nach leichter Umrechnung’): 


Für » = =v, N der letzte Faktor in e”* über, so daß 


mit vy, = Ar für die Nähe der auf 


der kurzwelligen Seite 
| > const Z# 


28 ne’ Re e~* 4 
3c u 


| const = 


so daB asymptotisch 
| > const 
Q7 


| const’ = 
3c 


43’ 
= 478. 


Die L-Elektronen geben Anlaß zu den drei Röntgen- 
termen 2s p*.*S,,, 25?p°- ?Pı,, die gewöhnlich 
der Reihe nach mit L,,= L,, L,,= L, und L,, = L,, bezeichnet 


Ill 
werden. Von den acht L-Elektronen gehören zwei (1 =0, 
j=4, s=+4) der L-Schale, zwei (I= 1, j =}, s=+}) 


der L,-Schale und vier (J = 1, 7 = 3, s =+ 4) der L,,-Schale 


an. Bei der vorausgesetzten Vernachlässigung der Relativitäts- 


und Spinkorrektionen ist eine Unterscheidung der L,- und 


1) Die Gültigkeit dieser Formel ist auf » =», beschränkt; dadurch 
entsteht ein scharfer Absorptionssprung an der Grenze» = »,. In Wirk- 
lichkeit ist der Übergang an der Stelle » = », stetig: das für die Ab- 
sorption in Betracht kommende Elektron wird für » < », nicht mehr 
vom Atom entfernt, sondern bleibt in einem hoch angeregten Zustand 
des Atoms gebunden. Der stetige Übergang der Intensität des diskreten 
und kontinuierlichen Spektrums an der Seriengrenze läßt sich leicht an 
Hand der von Gordon, a. a. O. angegebenen Polarisationsmatrixelemente 
nachweisen. Dasselbe gilt fiir die Z-Kanten. 
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ile L,,,-Elektronen nicht möglich; wir geben daher im folgenden 


den Absorptionskoeffizienten der L,-Schale und den der Summe 
der L,- und L ‚Schale an. 

Durch Einsetzen der aus (12) mit (15) folgenden Über- 
gangswahrscheinlichkeiten in (41) erhält man: 


(t,); = AP t=1 2 


Sn»: n’= 2, v 


ec? 64 nt? 
Sa Bar!‘ (er 


ab 
uf 
ER W, W,l=2 
+imn Bar =2, 1") + Ayn, V=1 
2 64 4,,3 „2 ( 
= [1- . +2 (0 0)?]-2 
— 
Für v»=», reduzieren sich diese Ausdrücke für die kurz- 
wellige Seite der Absorptionskante auf 
De 
h | > const Z°24 (1 +37) 
et ( | t Re 
const = = 2,29 . 1 
id 3 
während für » asymptotisch 
"ls 
te const = = 9,84. 105. 


c'*p 


Annalen der Physik. 5. Folge. 7. 
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man das Verhältnis Absorptionskoeffizi 
enten + für verschiedene Werte der Frequenz », 
so pein ‘man hier dasselbe Überschneiden der Intensitäts- 
kurven, wie bei dem spontanen Emissionsspektrum hinsichtlich 
der s-, p- usw. Terme. Aus (44), (45) folgt für die Nähe der 


d.h. die Absorption in der L,+Z ‚Schale (’= 1) ist fast 
sechsmal so stark wie in der L,-Schale (’= 0); für große Ent- 
fernungen von der Kante »>», wird asymptotisch: 


d. die findet praktisch nur die L,-Elek- 
tronen statt. 

Für v = 5,77-», wird der Wert des Quotienten 1. 

Experimentell ist diese Erscheinung zuerst von Robinson!) 
durch magnetische Zerlegung des Photoelektronenspektrums 
und von Skinner?) durch Intensitätsmessungsn der Fluo- 
reszenzstrahlung gefunden worden. Dabei kann man offenbar 
entweder die Messungen mit konstanter eingestrahlter Frequenz 
an Elementen verschiedener Ordnungszahl, d.h. variable »,, 
ausführen, wie Robinson es getan hat, oder, wie Skinner, 
die Frequenz der einfallenden Strahlung variieren, wobei die 
verschiedenen Anregungsstärken der einzelnen Teilniveaus auch 
in dem Intensitätsverhältnis der Fluoreszenzstrahlung zum 
Ausdruck kommen müssen. 

In Tab.6 vergleichen wir die von Robinson mit Cu K,,- 
Strahlung (A = 1,54 AE) gefundenen Daten mit den aus den 
Gleichungen (44) und (45) folgenden Werten. 

Die Übereinstimmpng kann bei der Schwierigkeit der 
Intensitätsmessungen als recht gut bezeichnet werden. Es ist 


1) H.R. Robinson, Proc. Roy. Soc. (A) 104. S. 455. 1923; Phil. 
Mag. 50. S. 241. 1925; H.R. Robinson u. A. M. Cassie, Proc. Roy. 
Soe. (A) 113. S. 282. 1926. 

2) H. W. B, Skinner, Proc. Cambr. Phil. Soc. 22. S. 379. 1924. 
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Tabelle 6 

v, 
. Mittlere L-Abs.- te Relat. Intensität | Relat. Intensität 
h onan Kantenlänge | nach Robinson | theoretisch x 
56 Ba 22 ı3lı : 7 

53 I 2,5 162 |ı : 45 

50 Sn 2,9 1,88 | 1 4 1 3 

47 Ag 3,5 2,27 | 1 3 1 2,5 

42 Mo 4,6 2,99 | 1 3 1 2 
t 38 Sr 6 3,81 | 1 2 1 1,5 

29 Cu 12 7,79 | 1 0,9 1 0,75 


sogar noch zu vermuten, daß in den empirischen Daten die 
Intensitäten der L,,+ L,,-Elektronen im Verhältnis zu den 
L-Elektronen zu groß angegeben sind, da die Empfindlichkeit 
der photographischen Platte mit abnehmender Elektronen- 
- geschwindigkeit stark abnimmt, und die L,-Elektronen gegen- 
über den Z, + Lack -Elektronen eine kleinere Anfangsgeschwin- 


. §10. Numerische Werte der atomaren Absorptionskoeffizienten 
‘ In Tab. 7 geben wir zunächst die Absolutwerte des ato- | 
R maren Absorptionskoeffizienten der K- und L-Schale mit Hilfe 


der Wasserstoffmatrizen, wie sie unmittelbar aus den Formeln 
‘ (41) bzw. (43), (44) und (45) folgen, an. Die einfache Multi- 
plikation mit Z, bedeutet dabei die Vernachlässigung der — 
Koppelungsenergie der Elektronen untereinander gegenüber — 
der Bindungsenergie der einzelnen Elektronen an den Kern. 
Besitzt das Atom nur ein K-Elektron, so sind die in Tab. 7 = 
angegebenen Werte durch 2 zu dividieren, und die Werte 
gelten exakt (abgesehen von der Vernachlässigung der Retar- __ 
dierung und der der Relativitäts- und Spinkorrektionen. Will 
. man für ein Atom mit zwei K-Elektronen die gegenseitige 
t Koppelungsenergie berücksichtigen, so kann man in Tab. 7 

für die Kernladungszahl Z eine effektive Kernladungszahl 


FRE 


1) Der Wert 0,30 für die Alschinisnigekieustente ist einer Arbeit von 
J.C. Slater, Phys. Rev. 36. S. 57. 1930 entnommen. 
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Tabelle 7 
W / 
a= V wi 0 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 
1 
2+ Z* in AE) 911,26 | 908,98 | 902,24 | 876,23 | 836,00 | 785,56 


or, = Vm 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
2. Z* in ÄE| 729,11 | 670,04 | 611,57 | 555,65 | 503,46 | 455,63 
(tq) Z* em? 19 2,4410 19 1,86-10=1 


W | 
= V A 1,5 2,0 2,5 3 4 5 


4-Z* in ÄE| 280,39 | 182,25 | 125,69 | 91,13 | 53,60 | 35,05 


em? 4,54-10— 1,25-10—19 4,02-10—9|1 


Der angegebene Wellenlängenbereich umfaßt für jedes Ele- 
ment das Intervall zwischen der Absorptionskante (z, = 0,v=», 
A=4,) und derjenigen Wellenlänge, die zu einem Übergang 
gehört, für den die Energie des freien Elektrons im Unend- 
lichen gleich dem 25fachen Wert der Ionisationsenergie des 


diskreten Zustandes beträgt (2, =5, »=»,(1+ 2,7) = 26»,, 


A = 354) . Für Z = 26 (Fe) und Z,r = 26 — 0,3 z. B. erstreckt 
sich dieses Gebiet von A = 1,38 AE bis A = 0,053 AK. 

In Tab. 8 ist in analoger Weise der Absorptionskoeffizient 
für die vollbesetzte L-Schale und deren Unterteilung in die 
L- und L,+ L,,-Schale angegeben. Die Abschirmung der 
Kernladung Ze durch die beiden K-Elektronen kann man be- 
rücksichtigen, indem man statt Z eine effektive Kernladungs- 
zahl Zur = Z — s einsetzt, wobei ungefähr s = 2-0,85 zu wählen 
ist.) Besitzt das Atom keine vollständige L-Schale, sondern 
nur n(n < 8) L-Elektronen, so ist (z,),= tn mit 
n/8 zu multiplizieren. Die Abschirmung der n — 1-Elektronen 
in einer mit n-Elektronen besetzten L-Schale kann in Rech- 
nung gezogen werden, indem für jedes der n — 1 weiteren 
Elektronen ein Betrag von 0,35!) in der Abschirmungs- 
konstanten berücksichtigt wird: Zu =Z — 2-0,85 — (n — 1)-0,35. 
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Tabelle 8 
/ W 
| W,| Vs 0 0,1 0,2 0,4 
4-Z? in AE 3645,0 3609,0 3504,9 nae 
2,95-.1017 | 2,92.10717 | 2,72-10-!7 | 2,20-10717 
+ Im" 2 1,62-107% | 1,59-10-% | | 1,05-10-% 
Z*. || 1,92-107% | 1,89-10-% | | 1,27.10716 


0,6 
2680,2 

6,21-107"7 
7,73 +1077 


0,8 
2222.6 
1,04.10-17 
3,53.10-17 
457-1077 


1,0 
1822,5 
641-1078 
1,79-10-" 
2,44-10717 


1121,6 


200.100 
3,50 - 10-18 
5,50-10718 


1-Z? in AE 


2 
729,00 
672-107 
7,73.10-1 
1,45-107'8 


2,5 
502,74 
2,51-1079 
2,01.10-" 
4,51-107 


3 
364,50 
1,04 
6,07 - 107 
1,64-10-9 


= = | 5 

1-Z?in . || 1402 
| 6,48. 10°? 
+ Im . | 1,48-10°2! 


2°. 


(oder 100facher Ionisationsenergie des ersten angeregten  : 


standes) zugeordnet ist ( 


im or’). FürZ = 26 (Fe) mitZeq = 26 — 2-0,85 — 7-0,35 = 


6 
98,52 
2,22-107"! 
3,56+10°% 
2,57 


Der Wellenlängenbereich erstreckt sich hier 
L-Absorptionskante (2,= 0, v=», 4=4,) bis zu demjenigen 
Wert, der einem Übergang nach einem kontinuierlichen Zu- 
stand mit 25facher Ionisationsenergie des Grundzustandes — 


2 


4 
56,08 
3,82.10% 
3,51-10°® 


2z,=22,=10, 101 My 
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21,85 umfaßt dieses Gebiet das Intervall von A = 166,82 ÄE bis 
2 = 1,652 AE. 

Für neutrale Atome ist noch der Einfluß der äußeren 
Elektronen zu berücksichtigen. Man könnte dabei zunächst 
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geneigt sein, in den Formeln (43) bis (45) für die Absorptions- für 

kantenfrequenzen », und », die empirisch bekannten Werte gleich 
einzusetzen. Man sieht aber sofort, daß sich daraus eine viel stoffe 
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aus v, = z. B. für Pb (Z = 82) folgen: s, = 0,89, 


s, = 16,51, für Sn (Z = 50): s, = 3,65, s, = 14,55, und fir Cu 
(Z = 29), s,= 3,29, s,= 11,79. Dies rührt daher, daß im 7 
Endzustand die Elektronen 

der äußeren Schalen wegen 
des Fehlens des emittierten 
Elektrons unter einer größe- 
ren Kernladung stehen als 
im Anfangszustand, wobei 
durch das „Heranrücken“ an 
den Kern die Ionisation er- 
leichtert wird. 


Eine exakte Behandlung 
würde die Berücksichtigung 
der übrigen Elektronen etwa 
nach dem Verfahren von 
Hartree und Fock er- 
fordern. Der wesentliche Bei- 
trag in der Auswertung der 
Matrixelemente wird jedoch 
von den Teilen des Kon- 
figurationenraumes geliefert, 
für die die Elektronendichte 
des diskreten Zustandes am 
größten ist. Dies ist für die 
K- und L-Elektronen gerade 
das Gebiet in unmittelbarer 
Umgebung des Kerns, wo für 
hohe Ordnungszahlen das 
Kernfeld den störenden Ein- 
fluß der äußeren Elektronen 
weit überwiegt. Um ein Bild 
von der „Wasserstoffähnlich- 
keit“ der K- und L-Zustände 
für Elemente verschiedener Ordnungszahl zu geben, ver- 
gleichen wir in den Figg. 7—12 den mit Hilfe der Wasser- 
stoffeigenfunktionen nach den Gl. (43), (44), (45) und Tabb. 7 
und 8 sich ergebenden Massenabsorptionskoeffizienten r/g 
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n* 


Fortsetzung von Fig. 7 
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mit den von Allen!) angegebenen empirischen Werten 
des Massenschwächungskoeffizienten = + = (z= Massen- 


streukoeffizient ) N 


fon) 
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Bei der Berechnung wurde für alle drei Elemente nur 
die Abschirmung der „inneren“ Elektronen berücksichtigt, und 
zwar wurde durchwegs für die K-Schale Zur = Z — 0,30 und 
fir die L-Schale Zur =Z — 2: 0,85 — 7.085 =Z — 4,15 ge- 
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wählt. Die Abweichung von der K-Absorptionskante macht 
sich erst für Atome mittleren Atomgewichts bemerkbar, während 
die Abweichung der L-Kante auch bei großen Atomgewichten 
schon außerhalb der Meßgenauigkeit fallt. 

Zum direk- 
ten Vergleich der 
theoretischen 
und empirischen 
Werte ist noch 
zu berücksichti- 
gen, daß an den 
von Allen an- 
gegebenenDaten 
der Streukoeffi- 
ziert in Abzug 
zu bringen ist. 
Eine erschöpfen- 
de Behandlung 
dieses Streuko- 
effizienten steht 

noch aus. 
Bekanntlich 
setzt sich der 
Streukoeffizient 
zusammen aus 
dem Streukoeffi- 
zienten der un- 
verschobenen 
und demjenigen 
der verschobe- 
nen Intensität. 
Bei Vernachläs- 
sigung der Re- 
lativitäts- und 
Spinkorrektionen findet Wentzel!), daß der quantenmecha- 
nisch berechnete Wert der gesamten Streustrahlung eines 
einzigen gebundenen Atomelektrons dem Betrage nach identioch 


Fortsetzung von Fig. 9 
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ist mit der (unverschobenen) Streuintensitat eines freien Elek- oa - 
trons nach der klassischen Elektronentheorie: 
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derjenige pro Längeneinheit, wenn N die Anzahl der Atome 
pro Volumeneinheit und Z die Anzahl der Elektronen pro 


Atom bedeutet. test 


' = wa = = 0,40 - 
Gleichung (46) setzt voraus, daß Atomelektronen 
unabhängig von- 
einander streuen. S 3 


Dies erfordert, 


daß die Wellen- 48 
lange der ein- 7 
fallenden Strah- 
lung klein ist im 7 
Verhältnis zu 
den „Abständen“ 

der Atomelek- 
tronen unterein- 
ander‘), Im ent- 
gegengesetzten - 
Fall langer Wel- 
len hat man 
nicht wie in (46 2 


sititen sondern 
über die Ampli- 
tuden der von 
den einzelnen 
Atomelektronen 
herrührenden 
Streustrahlung 
zu addieren, da 
in diesem Falle 
die Elektronen 
phasengleich schwingen, wodurch die Streuintensität proportional 
dem Quadrat der Elektronenzahl wird. Die Wellenlänge der 


1) Ansätze zur quantenmechanischen Behandlung der Streuung an 
kontinuierlichen Ladungsverteilungen sind von I. Waller u. D. R. Har- 
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üblichen Röntgenstrahlung liegt gerade in der Mitte dieser 
beiden Spezialfille. Man hat also zu erwarten, daß der 
Massenstreukoeffizient zwischen dem konstanten klassischen 
Wert 0,2 und dem Z-fachen dieses Wertes liegt, und daß er 
mit zunehmender Ordnungszahl (bei konstanter Wellenlänge 
der Primirstrahlung) und zunehmender Wellenlänge (be 
konstanter Ordnungszahl) ansteigt. Qualitativ ist dieses Ver- 
halten von mehreren Autoren bestätigt worden’), und zwar 
nimmt bei größeren Wellenlängen der Streukoeffizient um 
so stärker zu, je höher die Ordnungszahl des streuenden 
Elementes ist. 


Eine rohe Abschätzung der wenigen vorliegenden direkten 
Messungen des Streukoeffizienten liefert für das Gebiet der 


K-Absorption in der Nähe der Kante für Blei (=), ~ 08, 


für Zinn (=), = 0,6 und für Kupfer (=). ~ 0,5. 


Nach Fig. 7 ergibt sich fir Pb und 4~A, gemäß 


T 


der Wert 0,9, in guter Übereinstimmung. Für 


Atome mittlerer und kleiner Ordnungszahl reicht der Streu- 
koeffizient nicht mehr aus, um eine vollständige Übereinstim- 
mung des empirischen Absorptionskoeffizienten r/o mit den theo- 
retischen Kurven herbeizuführen. 


§ 11. Der Absorptionssprung an der K-Grenze 


Da für Atome hoher Ordnungszahl die abgeleiteten theo- 
retischen Formeln für den wahren Absorptionskoeffizienten r 
eine gute Approximation der wirklichen Verhältnisse darstellen, 
läßt sich noch eine häufig diskutierte Frage?) über den Gang 
des Verhältnisses der Absorptionskoeffizienten zu beiden Seiten 


1) Vgl. z.B. C. G. Barkla u. Janette G. Dunlop, Phil. Mag. 31 
S. 222. 1916; C.G. Barkla u. R. R. C. Sale, Phil. Mag. 45. S. 737. 
1923; A.H. Compton, Phys. Rev. 21. 8.500. 1923; P. Mertz, Phys. 
Rev. 28. S. 891. 1926. 

2) Vgl. S. J. M. Allen, Phys. Rev. 24. S. 1. 1924; 27. S. 266. 1926; 
28. 8.907. 1926; F. K. Richtmyer, Phys. Rev. 27. 8.1. 1926; 29. 8.353. 
1927; 30. S. 755. 1927. 
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der K-Kante, welche Größe häufig als ,, Absorptionssprung 0“ 
zeichnet wird: 


wenigstens fiir schwere Elemente entscheiden. 
Bei Vernachlässigung der M-, N- usw. Absorptionen folgt 


aus (43), (44), (45): 


(2) + (Z) 
wobei 7, = 4 Zz) - 1, und für Z,, Z, die effektiven Kern- 
ladungszahlen für die K- bzw. L-Elektronen einzusetzen sind. 
Mit den erwähnten Slaterschen Werten: Z, =Z — 0,30, 
Z,=Z — 4,15 ergibt sich z. B. für Z = 78 (Pt) bis Z = 82 (Pb) 
der nahezu konstante Wert dg = 5,39 und für Z = 92 (U) der 
Wert dx = 5,38. 

Experimentell ist es wegen der Unkenntnis des Streu- 
koeffizienten o nicht möglich, aus den beobachteten Werten 
des Schwächungskoeffizienten u eine eindeutige Antwort zu 
geben. Allen!) berechnet nach seinen Messungen 


(Ox)pt = 6,0, (Ox)au= 5,8, (Ox)p» = 5,0. 
Den Einfluß der Streukoeffizienten zeigt besonders deutlich 
Richtmyer?) in folgender Tabelle 


#_ der K-Grenze ox beob. 


; Max. 


Mo 42 81,2 
Ag 47 54,7 6,12 
Sn 50 46,6 | 594 
Au79 | 815 42 


Der theoretische Wert 5,39 fügt sich denkbar günstig in 
diese Angaben ein. 


Herrn Prof. M. Born bin ich für die Anregung zu dieser 
Arbeit und sein stetes, förderndes Interesse herzlich dankbar. 


1) 8.J.M. Allen, Phys. Rev. 28. S. 907. 1926. 
2) F.K. Richtmyer, Phys. Rev. 30. S. 755. 1927. 
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Anhang I 

Zur Berechnung der kontinuierlich-diskreten Polarisationsmatrix- 
elemente wurde fiir die kontinuierlichen Wasserstoffeigenfunktionen die 
Reihendarstellung (3) zugrunde gelegt, welche gegentiber der bereits von 
Schrédinger') angegebenen Integraldarstellung vielfach Vorteile bieten 
kann. Da unseres Wissens die Lösung der Wasserstoffdifferential- 
gleichung nach elementaren Methoden bisher nicht angegeben worden 
ist, führen wir eine kurze Herleitung der Eigenlösungen durch. 

Nach Separation der Variablen der auf Polarkoordinaten trans- 
formierten Wasserstoffdifferentialgleichung für einen Z-fach geladenen von de 
Kern lautet die nur noch vor r abhängige Differentialgleichung I 

liefert 
dr ar sad 
h? 

4n%*u Ze 
der Eindeutigkeit der winkelabhängigen Funktion Y(#,9) auf der 
Kugelfläche, welche der Differentialgleichung 

1 0.4 202 
ec =1(+1), genügen muß. Als „Randbedingung“ der Differential- 
gleichung (I) ist Endlichbleiben für 0= r= zu fordern. 

Der Randpunkt r = 0 ist eine Stelle der Bestimmtheit (reguläre 
Singularität), r = © eine Stelle der Unbestimmtheit (wesentliche, irre- 
guläre Singularität). Andere Singularitätsstellen kommen nicht vor. 

Für große + erhält man aus (I) die asymptotische Differential- 
gleichung (Vernachlässigung der Glieder proportional mit 1/r und höheren 
Potenzen) 4 


l= 0, 1, 2,... ist die Bedingung 
aus de: 


4*Y+cY= 


unmitte 


mit der Lösung 
ier 
u(r) =e x= 


so daß (I) durch den Ansatz 
Uy, (r) = é (r) 
lösbar ist. Für U(r) erhält man die Differentialgleichung 
2 € 9; 
«U, lint dU 2 2ix lil+1) 
dr? r) dr ar r 
Wir berechnen die Integrale in der Umgebung der Stelle r = 0. 
Die zu r = (0 gehörige determinierende Fundamentalgleichung 
ee -D+EeBr=0)+B (r = 0) = O lautet hier 


e@ -D+2e-Ill+1)=0 


‚U=0. 
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l 


deren Differenz ganzzahlig ist, so daß 

U, = Sar’ =r Vo), x J 
er U, = + const - U, - logr, 

von denen nur die erste Lösung der Randbedingung genügt. 


liefert für V(r) = Da,r” die Differentialgleichung 


r dr 


aus der man die Rekursionsformel pe 
Pe +l}a,,ı=- {2ixo +1+1) +—}a, 
unmittelbar gewinnt, so daß mit der willkürlichen Konstante a, = 1 


-(-ıy ax ax ax 
v! (21 + 2) (21 + 3)--- (21 1) 
i 
=(- 1)” + er) (24 x)” 
(21 + 2)(21 + 3) --- (21444 1) 
v (21 + 2) (21 + 3)---(214+%+4+1)° 
Die gesuchte Lösung von (I) lautet daher (N = Normierungs- 
faktor) : 
= N = N-rt > v 
(Il) (24 x r)” 
(21 + 2) (204+ 3)---@2@l+» +1) 


= Wert +17+1,21+2, - 2ixr) 


X- 
ie 
n 
Ber 
l- 
2 
fferentialgleichung fiir U 
er 
re 
= 
al- 
3 


F (a, B,z) =1 +7:+ Er 


T (8) I (a +») 
+») 


Vermöge des Hankelschen Schleifenintegrals der I-Funktion ') 

ré 00 (0+) 

F (a, B, z) re > | . )¢ 2) fe (- 8) dt. 


oo 


kommt daher mit 


a=—-—— +141, B=2l+2, z=- Bier 
ax 
i 


(0+, —2txr+) 


fer ax (t - dt, 


co 


wobei die Integraldarstellung die Reihe für |2ix7r| > 1 fortsetzt. 

Mit Hilfe dieser Integraldarstellung läßt sich die Reellität der 
kontinuierlichen Eigenfunktionen leicht verifizieren. Substituiert man 
nämlich ¢ — 2ixr = t’, so geht 
(+, -2ixr+) 


- —=§-1 
| (t — 2ixr)® 
oo 
d.h. x) = x”) (konjugiert komplex), oder z (») reell. 


singu 
einse] 
darst« 
singu 
legt. 

wobei 
schen 
tisch 


mit 


ebends 


mit 
En 
Für |¢/ >|2| und 
bate Ke 
— — 
AY 
I 
f 
sind d 
setzen 
ae 1) Vgl. z.B. Whittaker and Watson, Modern Analysis 1%] W.Go 
§ 12,22. mz 
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Um das Verhalten der Lösungen in der Umgebung der wesentlich 
singulären Stelle r = © festzustellen, lassen sich verschiedene Wege 
einschlagen.) Am kürzesten kommt man von der angegebenen Integral- 
darstellung zum Ziel, wenn man den Integrationsweg um die beiden 
singulären Punkte ¢=0 und t=- 2ixr in zwei Einzelschleifen zer- 
legt. Dies ist von Sommerfeld und Schur’) durchgeführt worden, 
wobei die dort in Gl. (21) angegebene, über den Weg der Laguerre- 
schen Polynome gewonnene Integraldarstellung mit der unsrigen iden- 
tisch ist. Man erhält: Te 


F(a,ß,2)= 
= 
To) e* z G($-ea,1-a, 
mit 


ı! 2! 
und mit Berücksichtigung des Normierungsfaktors § 2 GI. (11): 
(r) = tw,t (r) = } (r) + (r)) 


log 2x r n 

e if C+D | 
r 


ax ax 


log2«r 
ax 


i 


+141, 
ax 


(1414 


Anhang II 
Es handelt sich um die Größe 


(r 


(r) 


Z ist der radiale Faktor der VER Eigenfunktien @), 


derjenige der diskreten Eigenfunktion (2); N (n,, 1), N (n,’,1 + 1) 
sind die zugehörigen in § 2 angegebenen Normierungsfaktoren. Ein- 
setzen dieser Größen liefert 


1) Vgl. E. Schrödinger, Ann. d. Phys. 7. S. 361. 196; 

W. Gordon, ebenda [5]2. 8.1031. 1929; A. Sommerfeld u. G. Schur, NL 
ebenda [5] 4. S. 405. 1930. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 7. 


= 
E74 
* 
> 
. f i j 


2 7 (« 
(n+1+1)! s=( 
(n — 1 — 2)! Gin 


-F(—n,, 21+ 4, 2rk,)dr. 


Zur Auswertung des Integrals benutzen wir die bei Gordon, 


a. a. O. angegebenen Bezeichnungen und Relationen. 
Wir bezeichnen das Integral weiterhin mit J und führen zunächst 


die neue Integrationsvariable § = 2r ein: 


(k,, — 


- —€& 9 


Mit Anwendung der Identität ') 


F (a, 8, 2) = 


auf F(—n,’, 21 +4, k,& kommt 77 
‚+4, 
kn—ix ze 


| 52142 2142, ish 


- (F(—n,’, 2142, —2F(—n/ —1, 214 2, 
+ F(—n,— 2, 21+2,k,&]dé 


oder mit Gordons Bezeichnung: 


1 (21 +3) (21+ 2) 47,0 (1,0) ’ 
kn 2 Woe n,) 4 1) + 1) 


1,0 
+ +2) 


Die Integrale Ba , sind von Gordon berechnet worden. Danach ist 


1,0 4k, 0,0 
1 Mrs Me) = — Mm); 


(n,, n, +1) =0, 


Jo] + Mr, N, 2) + 2 1 (Mrs 2) 


1) Vgl. W. Gordon, a. a. O. 8. 1043. 


2 2 „t+3 2ax x) 
n’,i+l (21 + 1)! (21 + 3)! 
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2 
on — ian,’ ! 
(=n, mi, 2142, 


+2 +2) (21+ 1)! (= 
n,, —n, +2, 214 2, 


\ 21+2 


1 
k,* x? + ku: 


16 
2142, 1- <5) 
-wF(—n,, —n, + 2, 21+ 2, 1- =) 


(n’ — 1 — 2)! 


-1)""t1q 
1)! 


“8x #21 + 1) 
) 4xk, 1+2 
k,? + x? 


| -2, 214+2,1-— 


_ Göttingen, Institut für theoretische Physik. 
(Eingegangen 12. Oktober 1930) 
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Die Messung der Suszeptibilitat 
von Gasen 


Von Hans Buchner 


(Mit 12 Figuren) 


„> ae Von den Methoden zur Messung von Gassuszeptibilitäten 
gestatten nur einige wenige die Suszeptibilität der Gase direkt 
zu messen. Bei den meisten wird die Suszeptibilität eines 
Probekörpers gemessen, der sich in dem zu untersuchenden 
Gas befindet. Man mißt demnach eine Größe x — x, (x, Vol.- 
Suszeptibilität des Probekörpers, x Vol.-Suszeptibilität des Gases) 
und kann daher diese Methoden in Analogie zur Hydrostatik 
als „magnetische Auftriebsmethoden“ bezeichnen. Alle bisher 
angegebenen Auftriebsmethoden geben im einen oder anderen 
Punkte zu Bedenken Anlaß, so daß der Versuch unternommen 
wurde, eine Methode auszuarbeiten, die die an den bisherigen 
Verfahren erkannten Fehlerquellen nach Möglichkeit vermeidet. 

Eine Kritik der bisherigen Methoden zeigt, daß besonders 
auf folgende Punkte zu achten ist: 

1. bezüglich des Gases: Vermeidung aller Temperatur- 
störungen im Gase, insbesondere der mit dem Druck variablen; 

2. bezüglich des Probekörpers: 

a) Verwendung eines Meßkörpers mit der Suszeptibilität 
der Größenordnung x = 10", um Suszeptibilitäten von Größen- 
ordnung x = = 10”? noch mit der nötigen Genauigkeit von 
einigen Prozent messen zu können. 

b) Ausschluß jeder Veränderung seiner Suszeptibilität durch 
Adsorption des Gases, sowie einer Wasserhaut an dem Meb- 
körper. 

c) Vermeidung von Veränderungen der ac ae des 
Meßkörpers durch Temperaturänderung.!) 


1) Vgl.H. Buchner, Ann. d. Phys. [5] 1. 8. 0. 1 
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Diese Forderung erfüllt ein Meßkörper, bestehend aus einem 
evakuierten Quarzröhrchen, dessen Wandstärke */,, mm, dessen eg 
Durchmesser 15 mm betrug. Die Suszeptibilität des Meßkörpers 


. Quarzquerschnitt 1 
ist also im Verhältnis nn verkleinert. Da 
die Suszeptibilität des Quarzes etwa x = — 1,2. 10® ist, so 


ergibt sich x, des Meßkörpers zu <— 1-10". Sie wurde 
durch paramagnetisches Wolfram noch herabgesetzt (vgl.u.). Die 
Adsorption von Wasserdampf bzw. Gas läßt sich bei Quarz im . 


Gegensatz zu Glas vollständig 
durch P,O, verhindern, wie = Es 


suche von R. ) 


sichergestellt ist. 
Methode 


M 
Zur Messung der Sus- 


zeptibilitat wurde folgende 
Anordnung gewählt. An 
einer horizontalen Drehwaage 
(vgl. Fig. 1), deren Tragwerk 
und Gegengewichte g (Glas- 
röhrchen) außerhalb des Erklärung vgl. Text! 
Magnetfeldes sich befinden, Fig. 1 me cage 
bzw. symmetrisch durch das 
ganze Magnetfeld von H,= 0 bis wieder H,= 0 reichen, also 
keine wesentliche Kraft erfahren, hängt das oben beschriebene 

Quarzröhrchen R von der Länge 15 cm und der Suszepti- 

bilität x, so, daß das eine Ende im Feld H, = 0, das andere 

nahezu im homogenen Feldbereich eines Magneten liegt. Die 

Kraft auf das Röhrchen mit dem äußeren Querschnitt q tt ; 
sich dann in bekannter Weise zu i: 


= — — | 


Diese Kraft wird durch die Torsion des Aufhängefadens 
(Quarz) Q, der mittels des Torsionskopfes T gedreht wird, kom- 


1) R.Strömberg, Handlingar Stockholm 6. S. 2. 1928. Vgl. auch 
ausführlich in Phys. Ber. 11. 8. 602. 1930. 
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pensiert, so daß das Röhrchen immer wieder an die gleiche 
Stelle, also gleiches Feld H kommt. Die Nullage wird durch 
Spiegelablesung Sp mit Skala (Abstand 6 m) und Fernrohr 
festgelegt. Lediglich bei kleineren Ausschlägen wurde nicht 
kompensiert, sondern statt der Drehung am Torsionskopf der 
Ausschlag auf der Skala abgelesen. Die Zulässigkeit dieses 
Verfahrens hängt ganz von den speziellen Bedingungen ab und 
wurde nach jeder Änderung der Justierung erneut geprüft. Zu 
diesem Zwecke wurde bei konstantem Gasdruck, also konstantem 
(x — %,), der scheinbaren Suszeptibilität des Meßkörpers, und 
konstanter Feldstärke H der Quarzfaden tordiert und fest- 
gestellt, daß über einem Bereich, der wesentlich größer war 
als der später zur Messung benötigte, Proportionalität zwischen 
Torsion und Ausschlag bestand. Für den Fall konstanten 
(x — x,) ist damit volle Exaktheit des Verfahrens gewährleistet. 
Ändert sich nun bei Variation des Gasdruckes (« — x,) des 
Meßkörpers um 1 Promille, so ist die NO - für die 
Methode des Nachtordierens gegeben durch aoe 


(x — x,)(1 + 0,001)]- A = D-(1 + 0,001). 
D = Direktionskraft, A = 4q(H? — H,), 
fiir den Fall der Ausschlagmessung durch: 
(x — x,)(1 + 0,001)][4 - (1 — 0,001] = D, 
was bis auf GréBen zweiter Ordnung gleich 
(« =D 


ist. Mit anderen Worten: statt die Anderung der Dire ions 
kraft vorzunehmen, wird die Anderung von A bestimmt, mit 
der die Drehwaage bei konstanter Direktionskraft wieder in 
Gleichgewicht kommt. Das Verfahren der Ausschlagmessung 
hat den großen Vorzug, daß ein Berühren der Apparatur 
während der Messung nicht nötig ist, wodurch diese an Zu- 
verlässigkeit sehr gewinnt. 

Die Drehwaage befand sich in einem ihrer Form angepaßten 
gedichteten Messinggehäuse, dessen eine Seite abnehmbar mit 
Picein aufgekittet war (in der Figur der Übersichtlichkeit 
wegen weggelassen). Der erhebliche, auf dem Gehäuse lastende 
Luftdruck führte manchmal bei Druckänderung zu Verlagerungen 
ud damit des die sehr 
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störend bemerkbar waren. Mittels einer Druckschraube (in der 
Figur nicht ersichtlich) wurde, ehe das Feld eingeschaltet 
wurde, der Nullpunkt wiederhergestellt und dann erst gemessen. _ 
Ob Nullpunktsverlagerungen auftraten, hing von Zufilligkeiten 
bei der Zusammenkittung des komplizierten Messinggehäuses — 
ab; unter den Kurven der Meßresultate ist jedesmal angegeben, 
ob eine Nullpunktkorrektion nötig war oder nicht. 

An einem Ende des Gehäuses war die Zuleitung zu Pumpe, 
Manometer und Gasvorrat angekittet, im Gehäuse selbst nur 
wenige Millimeter vom Quarzröhrchen entfernt stand ein Gefäß 
mit P,O, zur Austrocknung der Apparatur, desgleichen im Vor- 
ratgefäß, außerdem durchströmte das Gas noch ein weiteres 
Rohr mit P,O,. | 


Empfindlichkeit und Genauigkeit 


Die Empfindlichkeit der Anordnung ist bestimmt durch 
das 4x, das eine noch eben ablesbare Änderung der Ein- 
stellung Ag hervorruft, also 

t, 


oder, wenn man in die beiden Faktoren axfopaltet 
_ da dg. 


"Ox da 


Man sieht daraus, daß die Dicke des Quarzfadens keine 7 en 
spielt, denn würde man die Torsionskraft des Fadens ver-r 


(= Torsionswinkel) 


kleinern, würde zwar = größer, aber ge entsprechend kleiner. __ 


Für den Beginn der Homogenität wird (unabhängig von m: 
og 
da 


Nullpunktes $? © beliebig groß zu machen. Ferner kann man 


= 00. ist also möglich, durch geeignete Wahl des 


durch jetties einer kleinen paramagnetischen Masse an ge- 
eigneter Stelle, die natürlich empirisch gefunden werden muß, 


44 über eine weite Strecke der Skala konstant machen, so 


daß man die schon oben erläuterte Ausschlagmethode anwenden — 
kann, Die zugrunde liegende Formel heißt dann: - 


— x)9(H,?— _ H,?) + (x, — 0, H, 


4 
— 
Be 
| 
: 
Er 
| 
| 
| | 
= 
Am; 


D.h. Gesamtkraft = Kraft auf Quarzrohr + Kraft auf para- 
magnetische Masse. Faßt man die Größen mit x, zusammen, 
so bleibt für H, = konstant und H, = konstant die Änderung 
der Kraft proportional 4x, , ae 


Verwendet wurde Wolfram, das nach Honda’) einen temperatur- 
unabhängigen Paramagnetismus hat. 
Auf diese Weise wurde folgende Empfindlichkeit erreicht 


*ıur = 3,08 - 10-8 entsprach a = 265°, 


a@=1° gy = 10—15mm je nach Justierung, 
= 3,08-10-8 „ = 2650-4000 mm, 
4g =1mm » ~4x=1-10-". 


Die Genauigkeit der Messung hängt vollständig von der 
Reproduzierbarkeit von H,? ab. Die Konstanz des Stromes 
wurde mit einem geshunteten Hartmann- und Braun-Milli- 
amperemeter kontrolliert und betrug bei 2,5 Amp. + 0,67. 10”? 
oder rund 0,25 Promille. Eventuelle Hystereseerscheinungen 
wurden durch jedesmaliges Entmagnetisieren bei der gebrauchten 
Stromstärke vermieden. Setzt man H, = k- I, (der Magnet war 
nicht gesättigt) so ergibt sich die Genauigkeit von H,? zu 
+ 0,5 Promille, eine Abschätzung, die sicher nicht zu günstig 
ist. Da die Suszeptibilität des Meßkörpers nach Anbringen 
des Wolframs etwa x, = — 7,5 -107% betrug, ist eine Meb- 
genauigkeit von Ax = + 4-10!! sicher verbürgt. 

Da der Meßkörper aus temperaturunabhängigem Material 
bestand, konnte auf besondere Kühlvorrichtungen verzichtet 
werden, zumal das Messinggehäuse eine ausreichende Luft- 
kühlung darstellt. Der Strom blieb zudem immer nur kurze 
Zeit eingeschaltet, so daß eine Erwärmung des Magneten nicht 
eintrat (4t< 0,5°), wie mittels einer Thermosäule von 5 Fe- 
Konstantan-Elementen festgestellt war. 

Die Feldstärke betrug nach Messung mit einer Wismut- 
spirale rund 3000 Gauss bei 2,5 Amp. 


K. Hond 


a, Ann. d. Phys. 32. S. 1027. 1910. 
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Ergebnisse 

Nachdem der Apparat mit Luft geeicht war (vgl. Tab. 1), 
wurde zunächst getrocknetes CO, aus einer Handelsbombe 
untersucht. 


Tabelle 1 
Eichung mit Luft 


110 
144 


140 
- 10 


142 
107 


100 mm Luft (4% = 40,5-10~) geben Aa = 35°. 
1° Torsion entspricht also 4x = 1,16-10"%, 


| ö 
| A 4 
182 _ _ 
| 262 80 16 
| 187 75 15 
267 80 16 
102 165 16,5 
Mittel: 16 


1° Torsion entspricht 49 = 16 mm. 


Die Suszeptibilität für CO, aus der Bombe ergab sich u: 

= — 6,6. 107°, daraus berechnet sich der O,-Gehalt zu 1,25 Pro- = 
mille, Die p,x-Kurve ist geradlinig, zwei versehiodene Messungen Ä 
sind in Figg. 2 und 3 gegeben (die Zahlen geben die Reihen- 
folge der Meßpunkte an). 
Nun wurde Q,-freies CO, eingefüllt (Reinigung durch 
glühende Cu-Späne nach der Glaserschen Vorschrift.) Das 
6. Die Kurven sind innerhalb © 
der Fehlergrenze vollständig gerade, für die Suszeptibiliät der 


1) A. Glaser, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 1119. 1929. sie aa qa 
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Aus Neigung: « = — 6,6 - 107"; Demnach: CO, + 1,25 Promille O,. — 

Empfindlichkeit wie Tab. 1 Empfindlichkeit wie Fig. 2 Mi 
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reinen Kohlensäure ergibt sich der Wert xco, = — 8,6-10~"° 
+0,4-10- in befriedigender Übereinstimmung mit den 
bisher gefundenen Werten (« = —8,3-10-" Tak& Soné; 
x = — 9,3-1071° E. Lehrer; «= — 8,4-10— bzw. — 7,97.10710 
A. Glaser). 


Beine CO,. Empfindlichkeit: 
1 mm = 1,66-10="!, 

Aus Neigung: x = — 88-107", Aus Neigung: x = — 3,4 - 107", 

Mit Nullpunktkorrektion Nullpunkt konstant 


Bet Fig. 7 
—- 


CO, + 4,3 Promille O,. 


Empfindlichkeit wie 7. CO, + 2 Promille O,. 
Aus Neigung: x = — 2,8-.107"° Empfindlichkeit wie Fig. 6. 
(berechnet: — 2,5-10719%), Aus Neigung: « = — 6,1-107° 
Nullpunkt konstant. Störung bei (berechnet: x = — 5,8-107"9), 
200 mm, Messung abgebrochen Mit Nullpunktkorrektion 
Fig. 8 Fig. 9 


Sodann wurde CO, mit O,-Zusätzen verschiedener Größe 
gemessen. Als Ausgangsmaterial diente ungereinigte CO,(CO, + 
1,25 Promille O,), der die entsprechenden Mengen Luft!) zu- 


gegeben wurden. Nach Zusatz von 2 Promille O, 


1) Diamagnetischer N, ohne Einfluß. 


: 
- 
5 4 
PH 690 20 300 400 500 600 
4 
| 
Fig 
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100 _ 200 300 “OO 50 200 200 300 400 500 600 
& 
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Die J 


wieder eine gerade p,x-Kurve mit der Neigung x = — 3,4-10-" 5 probel 
statt, wie berechnet, x = — 3,7.1071%, also innerhalb der ff ‚seien 
Fehlergrenze gute Übereinstimmung (Fig. 7). Ferner wurde f yordei 


gemessen CO,+ 4,3 Promille O, (Fig. 8) und CO, + 2 Pro § „erde: 
mille O, von gereinigter CO, ausgehend (Fig. 9). Keine dieser 
Kurven zeigt eine Abweichung von der Geradlinigkeit, so daß 

1. die Druckunabhängigkeit der Massensuszeptibilität 7 Z 
bei CO, (da: x = x/d, d = Dichte); Druck 


2. die Gültigkeit des Wiedemannschen Mischungs- § Apgsta 
gesetzes bei CO,+n Promille O, für Drucke zwischen 0 bis f störun 
600 mm, n zwischen 1,25—4,3 mit einer Meßgenauigkeit von f nit d 
+ 4-10"! sichergestellt ist. Der N 


magne 

Diskussion der Glaserschen Messungen peratu 
Die oben mitgeteilten Ergebnisse widersprechen den der T. 
von A. Glaser veröffentlichten Messungen. Zunächst fand I 


Glaser!), daß bei diamagnetischen Molekülgasen y vom ff klares 
Gasdruck abhängen soll. Diese Anomalie, der als rein ma- f sich a 
gnetische Erscheinung behandelt, jede Erklärungsmöglichkeit # mit d« 
mangelt, ist von verschiedenen Seiten auf Veränderung der J ist, x 
Suszeptibilität des Meßkörpers mit dem Druck zurückgeführt # änderı 
worden. G. Hammar?) bringt die Erscheinung in Zusammen- f änderı 
hang mit der Anwesenheit von Wasserdampf. In Anbetracht J länger 
der anscheinend vorzüglichen Trocknung der Glaserschen f nur ei 
Apparatur konnten die Versuche nicht überzeugen. In einer # einan« 
früheren Arbeit hat der Verf.*) gezeigt, daß kleinste Tem- § stabil 
peraturdifferenzen in der Glaserschen Apparatur genügen, f dem 

um die Anomalie vorzutäuschen. Glaser hat in einer spä- zeigen 
teren Arbeit*) das Vorhandensein solcher Temperaturdifferenzen Linier 


unwahrscheinlich gemacht und außerdem neue Druckanoma- Pfeile 
lien bei CO,—O,-Gemischen gefunden), die mit Temperatur- f sich } 
effekten am "Stäbchen schwerlich zu erklären sind. aus F 


Es blieb die Vermutung, adsorbierte Schichten, sei es | aus ¢ 
von Wasserdampf, sei es vom untersuchten Gas an dem Die : 


gefähı 
1) A. Glaser, Ann. d. Phys. 75. S. 459. 1924; 78. S. 641. 1925. I 
2) G. Hammar, Proc. Nat. Soc. Am. 12. S. 594. 1925. a. 7 


3) H. Buchner, Ann. d. Phys, [5] 1. S. 40. 1929. Wär : 
4) A. Glaser, Ann. d. Phys. [5] 4. S. 82. 1930. gles: die R 
5) A. Glaser, Ann. d. Phys, [5] 2. 8. 233. 1929. ER fi rasch 
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Probekörper, und damit Veränderungen dessen Suszeptibilität 
der | seien für den Effekt verantwortlich. Um dies klarzustellen, 
de F wurden Versuche unternommen, die im folgenden mitgeteilt 
werden. 


Messung mit O, 


| Ziel dieser Untersuchungen war festzustellen, welche 
Druckabhängigkeit gemessen wird, wenn von jeder Trocknung 
38 | Abstand genommen, aber auf Ausschaltung aller Temperatur- 
bis | störungen größte Sorgfalt verwendet wird. Gemessen wurde 
0 § mit der Faradaymethode, wie es auch Glaser getan hatte. 
Der Meßkörper war aus Quarz (diamagnetisch) und Sn (para- 
magnetisch) hergestellt. Da beide Materiale keinen Tem- 
peraturkoeffizienten von x zeigen, genügte Konstanthaltung 
en § der Temperatur durch Luftkühlung auf einige Zehntel Grad. 
nd Die zuerst mit Luft gemachten Versuche gaben kein 
m § klares Bild, weshalb zu O, übergegangen wurde. Dabei ergab 
a # sich als erste Tatsache, daß die Änderung der Suszeptibilität 
eit | mit dem Druck für die gleiche Druckvariation nicht konstant 
ler $ ist, sondern ganz davon abhängt, wiebald nach der Druck- 
rt # änderung gemessen wird. Eine Messung sofort nach Druck- 
D- § änderung gibt eine größere Suszeptibilitätsänderung, nach 
ht # längerer Zeit ist die Änderung zurückgegangen und es bleibt 
en # nur eine kleine Differenz. Mißt man mehrmals rasch hinter- 
er § einander verschiedene Drucke, so wird die Einstellung in- 
D- § stabil und erreicht erst nach längerer Zeit einen Wert, der 
2, $ dem Ausgangswert sehr nahe liegt. So gewonnene Kurven 
i- | zeigen Figg. 10 und 11. Dabei bedeuten die gestrichelten 
m Linien rasche Druckänderung mit sofortiger Messung, die 
a | Pfeile längeres Stehenlassen bei demselben Druck. Daß es 
- | sich hierbei um reproduzierbare Vorgänge handelt, sieht man 
aus Fig. 11 (Zusammenfallen der Punkte bei 700 mm), sowie 
6 | aus der nahezu gleichen Steilheit der gestrichelten Linien. 
m | Die ausgezogene Gerade der Figg. 10 und 11 gibt die un- 
gefähre Neigung bei langsamer Druckänderung bzw. Messung. 

Die Erklärung der Erscheinung dürfte folgende sein: Auf 
dem Meßstäbchen ist O, adsorbiert, wobei der Wasserdampf 
die Rolle eines Lösungsmittels für O, spielt. Wird der Druck 
rasch geändert, bleibt die O,-Haut unverändert erhalten, die 


> 
ser 
= 
He 
3 
er 
a) 
whe 


H. Buchner 


Suszeptibilität des Meßstäbchens ebenfalls, man erhält eine 
große Anderung der Suszeptibilität, bezogen auf das Gas. 
Dieser Zustand des Ungleichgewichtes läßt sich aber nicht 


A 
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Torsionswinkel 


Fig. 10 
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Glaserkurve 

bei ungetrocknetem Q,. 
Adsorptionseffekt 

wie in Figg. 10 und 11 


Fig. 12 


88 


geforderte O,-Schichtdic 


P 100 200 300 400 500 600 


Druckabhiingigkeit bei Wie Fig. 10, 


jedoch halber MaBstab. 
Von 350—0 mm. Instabilität! 


Fig. 11 


beliebig weit ausdehnen, sondern einmal muß sich das Gleich- 
gewicht herstellen. Während dieser Zeit ist die Einstellung 


instabil. Verändert man den 
Gasdruck langsam und mißt 
erst nach einiger Zeit, so hat 
das Stäbchen die entsprechende 
Menge O, abgegeben, es ist also 
diamagnetischer geworden, das um- 
gebende Gas ist ebenfalls dia 
magnetischer geworden, also ist 
die Differenz kleiner als im Un- 
gleichgewichtsfalle. Fig. 12 zeigt 
eine Kurve, die gemessen wurde, 
ehe der wahre Sachverhalt erkannt 
war. Sie zeigt die Form der 
Glaserschen Kurven bei CO,. Ob 
das reiner Zufall ist oder nicht, 


möchten wir nicht entscheiden. Die Reproduzierbarkeit (auf- 
wärts und abwärts gemessen) spricht dagegen. 
Zur Kontrolle berechnen wir die durch diese Erklärung 
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genommen, die Suszeptibilität des Gases ergebe sich bei “a 
samer Druckänderung zu x = 0, so würde das bedeuten, das 
Stäbchen kann ebensoviel adsorbiertes O, abgeben, wie es O, _ 
verdrängt. Bezeichnet N die Anzahl der Moleküle pro Kubik- __ 
zentimeter bei 760 mm Druck, so ist die vom Stäbchen mit _ 
dem Volumen v = 25-0,77 mm? veränderte Anzahl: = 
N-v = 2,7-10® 0,085 = rund 1-101% Diese 1-10'® Moleküle 
sind auf der Fläche F = 25,2-0,7 2 mm? unterzubringen. Die —_ 
Schichtdicke ist also D = 3-10~° cm oder rund 100 Moleküle. 
Diese Zahl steht zwar im Widerspruch zu den Arbeiten 
von Langmuir, der nur wenige Molekülschichten zuläßt, 
wird aber gestützt durch Angaben von Strömberg!'), der für 
Wasserhäute an Jenaer Glas bis zu 280 Molekülschichten 
findet, so daß eine Adsorption von O, in der Wasserhaut vom 
angegebenen Betrag nicht unmöglich erscheint, zumal die Zahl — 
100 die oberste Grenze darstellt. wor 
Durch diese Versuche ist gezeigt, daB an dem Meßkörper er Set, 
Adsorptionseffekte auftreten können, die die eigentlichen ma- __ 
gnetischen Vorgänge fälschen. Leider war es nicht méglich, _ 
dieselben Versuche mit CO, durchzuführen, hierzu reichte die ib 
Empfindlichkeit der Anordnung nicht aus. Dagegen wurde 
mit der anfangs beschriebenen Gouyschen Methode Messungen 
mit ungetrockneter CO, gemacht. Es ergaben sich Abweichungen, pa 
die in der Richtung der Glaserschen Anomalie lagen (drei- _ ems 
mal zu große Suszeptibilität bei niederen Drucken), doch ge- _ BE 
lang es nicht, eine vollständige Kurve zu reproduzieren. Al- 
zuviel Mühe auf diesen Punkt zu verwenden, schien nicht : 
lohnend, nachdem von anderer Seite (vgl. unten) gerade dies 
einwandfrei untersucht ist. 


Zusammenfassende Diskussion 
über die Glaser sche 


Die Frage nach der Realität der Druckanomalie, die i 
A. Glaser gefunden hat, ist im Laufe der Zeit in so vielen 
Arbeiten behandelt worden, daß es notwendig erscheint, eine 
Zusammenstellung und abwägende Würdigung der Ergebnisse 
zu bringen. (ao; 


1) R. Strömberg, a. a. O. 
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Die Druckabhängigkeit der CO,-Suszeptibilität hat unter- 
sucht: 

E. Lehrer’) mit einer direkten Methode (ohne Meß- 
körper) und bei einer Meßgenauigkeit von 4x = + 0,1-10-” 
(die Glaserschen Abweichungen sind von der Größe Ax = 
1,5.10710%) weder die Druckanomalie (CO,), noch die Mischungs- 
anomalie (CO, +” Promille O,. A. Glaser?) hat eine 
Untersuchung angekündigt, weshalb mit der Lehrerschen 
Methode die Anomalien nicht zu finden sind. Verf. glaubt 
ohne Kenntnis der Glaserschen Bedenken sagen zu können, 
daß die Übereinstimmung mit anderen Ergebnissen (richtige 
Absolutwerte für verschiedene Gase, richtige Curiekonstante für 
Q,) sehr zugunsten der Lehrerschen Methode spricht. 

G. Hammar’) findet mit Faraday-Curiemethode (genau 
wie Glaser) einmal die Druckanomalie, dann nie wieder und 
führt sie auf Wasserdampf zurück. A. Glaser glaubt, daß 
Hammar 1 Promille O, in der CO, gehabt habe, welche 
Mischung nach Glasers Messungen immer normale Druck- 
abhängigkeit gibt. 

V. J. Vaidyanathan‘) findet mit einer modifizierten 
Faraday-Curiemethode keine Druckanomalie bei allerdings 
nicht besonders guter innerer Übereinstimmung der Messungen. 

Fr. Bitter) erhält mit verbesserter Faraday-Curiemethode 
(Meßkörper mit Suszeptibilität x = 0) nach Austrocknung der 
Apparatur und des Gases mit flüssiger Luft keine Anomalie 
bei CO,; trocknet er dagegen nur mit P,O,, so erhält er die 
Anomalie. Gegen die Reinheit. der verwendeten CO; dürften 
nach Bitters Angaben keine Bedenken bestehen.®) 

In der vorstehend beschriebenen Untersuchung zeigt Verf, 
daß eine modifizierte Gouysche Methode bei gleicher Feld- 
stärke wie Glaser bei Meßgenauigkeit von + 4-10~™ keine 


1) E. Lehrer, Ann. d. Phys. 81. S. 229. 1926. HH 
ss 2) A. Glaser, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 1119. 1929. 


3) @ Hammar, Proc. Nat. Soc. Am. 12. 8. 594. 1925. ee” 
4 V. Jd. Vaidyanathan, Ind. Journ. Phys. 1. S. 183. 1926. 

5) Fr. Bitter, Phys. Rev. 35. 8. 1572. 1930. 

6) Bitter hat auch Mischungen untersucht, doch scheint er irr- 
tümlicherweise nicht n Promille O,, sondern n Proz. O, zugesetzt zu 
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Druckanomalie bei CO,, ebenso keine Mischungsanomalie liefert, 
Reinigung der CO, ist nach Glasers Vorschrift, außerdem _ 
durch Mischungsuntersuchungen gesichert. Verf. zeigt das Daun 
Auftreten von Adsorption am Meßkörper bei ungeniigender ~~ 
Trocknung. 

Es sind also mit den verschiedensten Methoden, zum 
größten Teil mit vollkommen ausreichender Genauigkeit, Mes- 
sungen der Druckabhängigkeit gemacht worden, die die Glaser- 
schen Ergebnisse nicht bestätigen. Vielmehr konnte der Be- 
weis erbracht werden, daß die Anwesenheit geringster Spuren 
von Wasserdampf Druckanomalien, wie sie Glaser findet, 
liefert. 

Für die anderen diamagnetischen Molekülgase (N,, H,) 
dürften die Verhältnisse genau so liegen, für N, ist dies von 
Bitter nachgewiesen worden, für H, hat Lehrer y = kon- 
stant gefunden. 


Zusammenfassung 


Es wird eine neue Methode zur Messung von Gas- 
suszeptibilitäten angegeben (Gouysche Methode mit horizon- 
taler Drehwaage). 

Es wird die Suszeptibilität der Kohlensäure gemessen, die 
sich ergibt zu <= — 8,6 + 0,4-10-”, in guter Übereinstim- 
mung mit anderen Messungen. 

Es wird die Druckabhängigkeit der Suszeptibilität für 
CO, gemessen und Druckproportionalität von x für Drucke 
zwischen 0 und 600 mm Hg festgestellt. 

Es wird die Suszeptibilität von CO,-0O,- Gemischen 
(1,25—4,3 Promille O,) gemessen und ebenfalls Druckpropor- 
tionalitit zwischen O0 und 600 mm festgestellt und das 
Mischungsgesetz bestätigt. 

Es wird die Vermutung ausgesprochen, die Glasersche 
Druckanomalie beruhe auf Wasserdampf; zur Bestätigung art 
werden Versuche mit ungetrocknetem O, gemacht, die beträcht- 
liche Adsorption am Meßkörper zeigen. Unter Umständen 
können auch bei QO, Glaserkurven gefunden werden. Versuche 
mit ungetrockneter CO, geben Störungen, die im Sinne der 
Glaserschen Anomalien liegen. 

Annalen der Physik. 5. Folge. 7. 
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Es wird eine kritische Übersicht über alle die Glaser- 
sche Anomalie betreffenden Arbeiten gegeben und als Gesamt- 
ergebnis gefunden: die Massensuszeptibilität y ist vom Gas- 
druck unabhängig bei CO, und bei CO,-O,-Gemischen. Die 
Druckanomalie ist ein Sekundäreffekt, der durch besondere 
Verhältnisse an seinem Stäbchen (jedenfalls dessen Wasser- 
haut) bedingt ist. 

Für die Anregung zu dieser Arbeit bin ich Hrn. Prof. 
Dr. W. Gerlach zu aufrichtigem Danke verpflichtet, ebenso 
für förderndes Interesse während der Durchführung. Hrn. 
Privatdozent Dr. W. Schütz verdanke ich manchen wertvollen 
Ratschlag. 


München, Physikalisches Institut der Universität. Sep- 


tember 1930. 


Anmerkung : 


Die Durchführung dieser Versuche wurde ermöglicht, weil das 
Kaiser-Wilhelm-Institut für Physik und die Notgemeinschaft Deutscher 
Wissenschaft Mittel zur Verfügung gestellt haben, aus welchen ein ge- 
eigneter Elektromagnet, sowie ein Präzisionsamperemeter beschafft 
werden konnten. Für diese Unterstützung sei auch an dieser Stelle 
herzlich gedankt. W. Gerlach, 


(Eingegangen 1. Oktober 1930) 
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Über die von Signalen 
in dispergierenden Systemen 


Zweiter Teil: Verlustarme kontinuierliche Systeme 


Von H. G. Baerwald 


Mit 11 Figuren Bar 

Inhaltsübersicht: $1. Fragestellung. § 2. Die AREOREN 


Signalfrequenzen reeller als Frequenzen mini- 
maler Dämpfung; das relative Überwiegen der flüchtigen Anteile. — 
§ 3. Der Hauptübergang in Systemen mit Verlusten; die Abbildung durch = 
die Funktion Fr (v). — § 4. Diskussion der Signalgeschwindigkeit; B- 
ziehung zur Gruppengeschwindigkeit und zur Definition von Brillouin, © 
Die „kritische Tiefe“ und der verzögernde und integrierende Charakter 
der Dispersionserscheinungen. — § 5. Anwendung auf den Spezialfall, 
daß die Hauptfrequenz nahe einer unteren Grenzfrequenz liegt. — § 6. 
Lage der Hauptfrequenz nahe einer oberen Grenzfrequenz und einem 
Gebiet selektiver Absorption (Resonanzfrequenz). — Zusammenfassung. 


§1. Fragestellung 


In einer vorangegangenen Untersuchung (L1'), im fol- 
genden kurz als I bezeichnet, wurden die Grundlagen fiir eine __ 
umfassende Theorie der Signalfortpflanzung in dispergierenden _ 
Systemen gegeben und diese Theorie für den Fall kontinuier- — 
licher Systeme ohne Verluste durchgeführt. Da eine völlige — 
Verlustfreiheit physikalisch nicht realisierbar ist, wohl aber als 
Grenzfall bei theoretischen Untersuchungen eine wichtige Rolle _ 
spielt, entsteht die Frage, welche charakteristischen Fort- 
pflanzungserscheinungen — zumindest qualitativ — erhalten 
bleiben, wenn man zu verlustarmen Systemen übergeht; Sy- __ 
steme mit starken Verlusten sollen — gemäß dem Programm 
von I, 83 — an dieser Stelle nicht untersucht werden. Fe 


1) L verweist auf Literaturverzeichnis. 
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Wir haben bereits in I eine Epoche des Signalverlaufs 
kennen gelernt, die durch Energiedissipation im System nicht 
in prinzipieller Weise beeinfluBt wird: den Vorlauf (I, § 6); 
bei diesem unmittelbar an die Ankunft des Kopfes an- 
schließenden Teil äußern sich die Systemverluste nur in Form 
eines Dämpfungsfaktors, dagegen bleibt seine Gestalt quali- 
tativ ungeändert.) Nach den Ergebnissen der in I durch- 
geführten funktionentheoretischen Rechnung (da sich die 
Sattelpunktsbahnen in der w-Ebene bei stetiger Dämpfungs- 
zunahme ebenfalls stetig verlagern werden) ist ferner zu er- 
warten, daß auch die flüchtigen Signalanteile*) gestaltlich nur 
wenig anders als bei Verlustlosigkeit verlaufen, also bei Sig- 
nalen ohne reelle Hauptfrequenz (I, § 5), d. h. ohne stationäre 
Anteile, der gesamte Signalablauf. Eo ipso gilt bei reeller 
Hauptfrequenz & das gleiche für den stationären Anteil’) 
P= e’le'-k(@z], da dieser lediglich den Phasen- und Dämp- 
fungsfaktor e-ik(@)-= annimmt. 

Trotzdem also für flüchtige wie stationäre Anteile kein 
gestaltlich umwälzender Einfluß geringer Verluste zu vermuten 
ist, kann für den aus beiden gemeinsam bestehenden Gesamt- 
verlauf nicht von vornherein das Gleiche erwartet werden. 
Denn voraussichtlich werden flüchtige und stationäre Anteile 
bei der Fortpflanzung nicht in gleichem Maße gedämpft werden; 
da die Dämpfung mit der Tiefe x exponentiell zunimmt, wird 
diese Verschiedenheit schließlich zu erheblichen Amplituden- 
differenzen führen. Damit wird aber ein Zusammenhang ge- 
stört, der für die Signalfortpflanzung in verlustlosen Systemen 
bezeichnend war; während der charakteristischen Signalepoche, 
dem Hauptübergang, ging der Hauptterm der flüchtigen An- 
teile quantitativ in das stationäre Signal über (Aufschaukel- 
prozeß), das von da ab (Signalzeit) die flüchtigen Komponenten 
größenordnungsmäßig überwog. Wenn flüchtiger und statio- 
närer Anteil erheblich verschiedene Dämpfungen erfahren, 
wird dieser Vorgang ganz anders verlaufen müssen, ja es ist 
a priori gar nicht zu übersehen, ob und inwieweit die Be- 
griffe der Signal- und Aufschaukelzeit noch überhaupt sinnvoll 
1) Vgl. hierzu I (47), A Eats 
2) Vel 1, (60, (7). 
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bleiben. Dabei ist zu beachten, daß diese NE | Be 
nungen prinzipieller Natur sind: denn wie klein die Verluste oe 
auch seien, wird es stets Distanzen x geben, in denen die er 
Amplitenverhältnisse infolge verschiedener Dämpfungen der _ 
einzelnen Anteile genügend vom verlustfreien Fall abweichen. _ 

Dafür, daß in Systemen mit Verlusten insbesondere der _ 
Begriff der Signalgeschwindigkeit noch nicht völlig geklärt ist, 
seien einige Literaturstellen angeführt: Brillouin (L2)kommt _ 


— d.h. in unserer Terminologie in einem kurzen Sperrgebiet __ 
— die Signalgeschwindigkeit bis zur Kopfgeschwindigkeit zu- 
nimmt. Damit ist kaum vereinbar das übrigens auch in I 
erhaltene Ergebnis von Küpfmüller (L5), daß in verlust- | 
freien Systemen die Signalgeschwindigkeit bei Grenzfrequenzen sy 
verschwindet. Andererseits sei auf Pollaczek (L 7) hin- ~ 
gewiesen, der feststellt, daß sich beim homogenen Kabel über- 
haupt keine eindeutige Definition dieses Begriffes ergibt. 

Aufgabe des folgenden ist es, diese Fragen zu unter- 
suchen. — Wir werden uns bei den erforderlichen mathema- _ 
tischen Entwicklungen durchweg an die in I benutzten Be- _ 
zeichnungen halten und den jedesmaligen Hinweis darauf 
sparen. 


$2. Die komplexen Signalfrequenzen reeller Gruppengeschwin- 
4 digkeit als Frequenzen minimaler Dämpfung; 


das relative Überwiegen der flüchtigen Anteile 4 a ee 


ist wieder I (29): 


(A) P (a, )=5 mi fF) )eiz(@T - T = <, 


zungsmaß k() für reelle w nicht mehr reell ist, sondern einen Bes ; 
kleinen Imaginirteil hat. Die asymptotischen Rechnungen 
werden nun völlig parallel zu I § 8ff. ausgeführt. Die Lage 
der Sattelpunkte (Signalfrequenzen) @, ist wieder durch die 
Gleichung I (54): 


(o,) =k, = 
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bestimmt. Ihre Wanderung im Laufe von T ergibt sich aus 
den gleichen Betrachtungen wie in I, $9; die Bahnen ver- 
lagern sich ein wenig gegenüber dem verlustlosen Fall: das 
Paar der Hauptsattelpunkte eines D-Gebietes läuft jetzt nach 
dem Zusammenfall im Tripelpunkt w, desselben eine etwas 
oberhalb der reellen Achse liegende Linie entlang; denn sie 
münden in die betreffenden Grenzfrequenzen ein, die ja nach 
1 (24) positive Imaginärteile haben, und können für T>T, =k,’ 
die reelle Achse nicht mehr treffen, da auf dieser — außer 
einer Stelle unmittelbar unterhalb »,, die der untere Sattel- 
punkt kurz vor T', passiert — k,’ nicht rein reell, also 1(54) 
nicht erfüllt ist. 

Zur Modifikation der Einzelterme (Sattelpunktsintegrale) 
von I §8 sei bemerkt, daß die dort rein reellen Größen k,, 
ky, kj, usw. jetzt kleine Verlustwinkel haben, die allgemein 
mit o und den entsprechenden Indizes bezeichnet werden. Zu- 
gleich sollen die Realteile aller vorkommenden Größen durch 
den Index r, die Imaginärteile durch 1 kenntlich gemacht, nur 
derjenige der Variablen w ö genannt werden. Die Einzeltermel 
8 8; (65) » (66), die die flüchtigen Anteile darstellen, modifizieren 
sich sa wie in § 1 angedeutet, nur in geringfügiger Weise, 
nämlich bezüglich des Betrages von e‘r, [p, wurde in I (57) als 
komplexe Phase der Signalfrequenz ,:¢,= 9 (w,) = w,t— k,t 
definiert] bzw. e‘%m und der Integrationsrichtungen ¢ in der 
komplexen w-Ebene [I, (59), (74), (99)]; diese ändern sich mit 
den Argumenten von ky bzw. k’/ um o,/2 bzw. o,,/3, während g, 
einen kleinen Imaginirteil: 7 


(1) 7,,=8,= (0,k, —k,) 
annimmt, der einen zusätzlichen 


In (1) kommt der einzig uni Unterschied gegen- 
über dem verlustfreien Fall zum Ausdruck; (1) gibt zugleich 
Anlaß zur Feststellung einer grundlegenden Eigenschaft der 
Signalfrequenzen »,: Sie sind Frequenzen minimaler N 
Das soll heißen, daß der Dämpfungsfaktor Th 
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einer Welle der er Frequenz wo = w, + iö bei festem = 
gerade durch ö = d,, d. h. bei der Signalfrequenz gleichen Real- 


teils, zu einem Minimum, nämlich $, wird: Denn aus CE =T 
Ok, 0k; 


= reell (B) folgt T = —-= ——- nach den Cauchy-Rie- © 
o, 06 
mannschen Gleichungen bzw. t — ig 5§ = 0, also die 


Behauptung.}) Infolge von (2) muß nun, sobald sich die stationäre — 
Frequenz « wesentlich bemerkbar macht, d. h. vom Beginn des — 
Hauptübergangs des verlustfreien Systems ab der Signalverlauf 
in genügender Tiefe x erheblich anders sein als dort: denn « 
ist reell, liegt also etwas abseits der Sattelpunktsbahn, die 
Dämpfung von « ist demnach größer als die der Signalfrequenz _ 
mit gleichem Realteil. Das involviert ein relatives Überwiegen 
des flüchtigen Anteils über den stationären, führt also zunächst = re 
zu der Signalzeit und schließlich in großen 


die stationäre überwiegt; dann verliert aber die en 
en der Signalzeit (vgl. I § 10) völlig ihren Sinn. Viel- 


bei verlustfreien Systemen an solchen Signalen 
haben, die keine Hauptfrequenz bzw. eine solche haben, die ent- _ 
weder in einem S-Gebiet?) liegt oder erheblichen Imaginärteil — 
hat (vgl. hierzu I § 5 Ende); in der Tat ist allen diesen Fällen 
gemeinsam, daß wegen der Entfernung der stationären F — 
vom Sattelpunktsweg P, gegenüber den flüchtigen Anteilen ver- 
schwindend ist. a 
Zur quantitativen Darstellung dieser Erscheinungen muß 


der Wirkung von Verlusten allmählich modifiziert. Dabei kann 
von der Komplikation, daß @ nahe einem Tripelpunkt », 
liegt, abgesehen werden, da diese gänzlich anderer Natur und 


1) Es folgt zunächst nur die Extremaleigenschaft von o,, man 
verifiziert indes leicht die Minimaleigenschaft. A 
2) Von I übernommene Abkürzungen: Durchlässigkeits- und Sperr- ig , 
gebiete = D- und S-Gebiete; D, = das D-Gebiet, in dem die Haupt- 
frequenz a liegt. 


8 
8 
h 7 
h 
) 
n 
- 
h 
r 
J 
t 
7 
t 88 11, 12 erledigt ist; wir setzen also im folgenden es a 
l vs iy 
; : 
; 


durchweg voraus, daß bei Ausführbarkeit der abgekürzten Inte- 
grationsmethode diese eine (Sattelpunkts- oder Kurzweg)-Inte- 
gration II. Ordnung ist (vgl. I § 11). 


§ 3. Der Hauptiibergang in Systemen mit Verlusten; 


die Abbildung durch die Funktion Fr (v) 


Zur Berechnung des Hauptübergangs wird zunächst wie in 
I § 12 bzw. $ 11 verfahren, indem man über den Pol o= a 
hinweg integriert (Kurzwegintegration): 


1 : do 
et (wt—ka), 
a= saz « 
Kull 


(00) 


Zin 


1 1 dy \. 


(00) 


k, ist aber jetzt komplex. Wir fragen nach den Vorzeichen 


der Imaginärteile von k,” und k,’. Je nach der Lage von a 
in D, bezüglich w,, (vgl. I Figg. 8 und 10) ist 

(3) 

daß der Imaginärteil von k” auf der reellen Achse in D negativ 
sein muß, folgt daraus, daß dies in Umgebung von m,, der Fall 
ist und ein Vorzeichenwechsel ausgeschlossen ist, da k” für 
reelle ® nicht rein reell sein kann. Versteht man unter @, die 
Signalfrequenz mit dem Realteil &, so wird: 

(4) also nach (3): k, =k’, 


mit positiven k’,, und k’,,; Vorzeichenwahl wie in (3). Man 
erhält nun: EN 


too +i (7-0 
2 ‘ 2ni 8 
-o 


Die Rechnung erfolgt nunmehr ganz analog wie in I § 12(124) ff. 


Indem man an Stelle des hier komplexen k’, den Realteil 

x er 


= Forty 
mete! 
VE 
- 
(M) 
shines’ 
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a | = 3 | 
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sowie den ebenfalls schwach imaginären charakteristischen Para- 
meter x, [1 (121)] einführt: 


(6) + % = ’ 


‚fa 
+a) #24 (F~ ea) 
Wie dort [hinter I (120)] soll hier nur ein Vorzeichen weiter- _ 
geführt werden, da dasselbe für den hauptsächlich interessieren- 


den Absolutbetrag belanglos ist; man erhält dann nach es 
Definition I (126): x 


(9) 


2 -i= 
14+——e #Frie 
2 


Funktion Fr (v) für komplexe Argumente erforderlich. Die durch _ 
sie vermittelte Abbildung übersieht man am besten an Hand der 
Bilder der Nullstrahlen der v-Ebene: Die reelle Achse wird, 28 

da hier der Integrand vom Betrage 1 ist, längengetreu anf die bay nz oe care 
Cornusche Spirale I (Fig. 20) abgebildet, die sich unendlich soe a 


it 
4 


oft um die Punkte + = windet, und deren Komponenten — 


die Fresnelintegrale I aa) 225 Hierzu bezüglich der Ge- 
raden: arg(v) = arg(Fr) = T- spiegelbildlich ist das Bild = 


imaginären v-Achse. Auch alle anderen Nullstrahlen mit den te £ er 


y 


i 
\ 
= 
7 
kommt als Ergebni 
| 
— 
- 
- 
A 
e Bilder, und zwa i i i eee 
, r ebenfalls Spiralen, die bei 0 die eat a 
XU 


Neigung ¢ haben, doch ist das Abbildungsverhältnis wie 
e- “sin2s verkürzt bzw. verlängert. Für O<s< > mod qa 
haben die Spiralen danach endliche Länge und münden 


(|v|—> oo) ebenfalls nach eft ein — schneiden also 


die Cornusche Spirale unendlich oft —, speziell fiir ¢ = — 


wird die Spirale zum Geradenstück der Neigung 2/4, auf dem 
die Werteverteilung Fr(v) durch das Gausssche Fehler- 


integral f e- “du angegeben wird; für > <¢< a mod a 

ist die Länge der Spiralen exponentiell groB gegen ent- 
sprechende Stücke der reellen Achse, sie rollen sich unendlich 
auf. — Neben der absolut konvergenten Potenzentwicklung 
von Fr(v) (8) gibt es eine für größere |v| geeignete semi- 
konvergente, die man (wie beim Fehlerintegral) durch wieder- 
holte partielle Integration gewinnen kann. Hier interessiert 
nach (9) die Abbildung der durch die Punkte: 


2 2 


sation Strahlen mit den kleinen Neigungen o,/2. Da diese 
für positive, aber auch große negative x,,/2 in den 1. bzw. 
3. Quadranten gehen, müssen ihre Bildspiralen nach 


+ 

einmünden, verlaufen aber bei positiven x,,/2 wegen des dann 
exponentiell kleinen Integranden in kleineren, bei mäßig nega- 
tiven x,,/2 (2. Quadrant) in größeren Windungen als die Cornu- 
spirale; dieses Verhalten wird mit wachsendem «,,/2 immer 
ausgeprägter. Die nach (9) wie in I (Fig. 20) durchzuführende 


Konstruktion mittels des von ar — bzw. bei Ver- 
4 
kürzung im Verhältnis 1: 2%) von — 5 — ausgehenden 


1) Um mit I (Fig. 20) aminibee zu können! 


Fortp; 
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. Spiralvektors muß also eine a -Kurve ergeben, die für nega- = 
a 
7 tive x,,/2 um so höher liegt, je größer x,,/2 ist, und zwar 
n 
0 
4 2 -1 0 7 2 
Die abzubildenden Strahlen in der v-Ebene 
Fig. 1 
: ist dieser Einfluß asymptotisch stärker als exponentiell; es 


verlustfreien System ein rela- 
t tives Uberwiegen des flüchtigen 
Signals, wie es aus den Uber- 
legungen von § 2 hervorging. 

Wir führen nunmehr fol- 
gende numerische Beispiele 


durch: 
I. o,=0 
(Cornuspirale); 
II. “4 = 0,2, o, = 0,05; 


IH. = 0,5, 0, = 0,3; 


IV. = 0,5, ¢, = 0,1; 


Xai 5 
V. Br. 1,2, o, = 0,2. Zu Fig. 1 gehörende Bildspiralen i 
E : in der Fr -Ebene 
Fig. 1 zeigt die zugehörigen Fig. 2 
Strahlen in der v-Ebene, 


0 


Bildspiralen k 


1 
3 7 Baer Fig. 3. Zu Fig. 1 gehörende Bildspiralen in der Fr-Eb 
* 
syste 
die 
Fig. 4. Aus d nstruierte Amplitudenzeitkurven 


P, 
kurven | 


[Zur der Spiralen: Sige) 
iv v5 iv? |; 


4 + 3» 1! ! 5- -2! ! q- 3! ! 


konvergent, geeignet für |v|< 1,5 


1 Fri) = $ iv? 
Vn 2 2 Ynv 


semikonvergent, geeignet für |v| > 1,5]. 


Zu Fig. 4 sei bemerkt, daß mit x,,/2 als Maßstab der 
Zeitmaßstab jeweils verschieden ist; denn größeres x,,/2 be- 
dingt bei gleichem k,, nach (6) größere Tiefe x. Im reinen 
Zeitmaßstab würde die Kurve V entsprechend flach verlaufen. 


§ 4. Diskussion der Signalgeschwindigkeit; : 
Beziehung zur Gruppengeschwindigkeit und zur Definition von 
Brillouin. Die „kritische Tiefe“ und der verzögernd und ~ 

integrierende Charakter der Dispersionserscheinungen 


Die gewonnenen quantitativen Ergebnisse ermöglichen es, 
die Frage nach der Definition der Signalzeit in Verlust- 
systemen zu untersuchen. Zunächst ist klar, daß die Über- 
tragung des verlustfreien Falles T, = k’(a)[1(77)] hier keinen 
Sinn gibt, da k’, nicht reell ist. Man könnte statt dessen den 
Realteil (5) wählen oder die Signalzeit nach I (117) durch die 


Forderung | P,(T.)| = {| P, (,)| definieren, doch zeigen Fig.2 _ 
nl a) 2 a\'a g : 


Kreis mit > um 4 und Fig. 4, daß für größere 
x,;/2 beides nichtssagend wird. Brillouin (L2, 8.231) definiert 

die Signalzeit als den Zeitpunkt, zu dem die Sattelpunktsfall- Bas i 
linie der Exponentialfunktion den Pol « trifft; diese „Brillouin- 
sche Signalzeit“ sei im folgenden mit T2 bzw. tz bezeichnet. © 
Entsprechend der Integrationsrichtung ergibt der Schnitt der a 


Spirale mit dem Nullstrahl unter 3a in Fig. 2 in roher Weise Bt ae Ce 
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Wie man sieht, kommen im Falle kleiner x,,/2 alle vor- 
geschlagenen Definitionen etwa auf das gleiche hinaus: bei 
mäßigem oder gar erheblichem «,,/2 — d. h. in großer Tiefe — 
verlieren sie aber sämtlich ihren physikalischen Sinn. Man er- 
kennt das bereits an der Spirale V der Fig. 3: z. B. würde 
sie der Nullstrahl 32 in einer Gegend treffen, wo der Spiral- 
vektor, bereits erheblich hinter seinem Maximum, zeitlich ab- 
nimmt, aber noch merklich größer als 1 ist; der Zeitpunkt T7, 
bzw. seine engere Umgebung wäre also hier physikalisch durch 
nichts hervorgehoben im Gegensatz zu T, in einem verlust- 
freien System. Das wird noch deutlicher bei größerem x, ;/2: 
Hier hat man zu beachten, daß das Gültigkeitsgebiet der Über- 
gangsdarstellung (7) bis (9) nach dem numerischen Kriterium I 
(114), (122) auf 


| | ha” |x 


beschränkt ist. Auf einer Spirale hat also nur dr 


< / 286 (3) 
entsprechende Teil für unser Problem Bedeutung. Wird nun 
weiter 
(11) 
so tritt ein Übergangsgebiet entsprechend der Definition von 
I 8 11 überhaupt nicht mehr auf, P, wird also durchgehend 
durch einen mittels gewöhnlicher KSall-Integration (I $ 11) 
gewonnenen Term 


(10) 


Kar 


(10a) 


- 
12 P —— [I (65), (66 
( ) | „| © |a,—a| V2alk,” [ ( ( )] 
dargestellt. Das bedeutet, daß zu der Zeit, wo die Sattel- 
punktsfallinie den Pol « trifft, also P, [I (78)] auftritt, 
(13) | P,| = 


klein gegen die flüchtige Amplitude | P,,| =| P,| ist, und zwar 
von kleinerer oder gleicher Ordnung wie der bei der Sattel- 


punktsintegration zugelassene prozentige Fehler & | nach I (114), 


(122), (122a), also etwa | ze (<7 Proz. | ‚so daß die Sattel- 
ti 


Fort 
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auch DebyeL 3). 
abgeklungen und von der Ordnung ist, macht 
sich die stationäre Schwingung bemerkbar. Bedient man sich 


der Bezeichnungen: 537573 


B,,(T) = + log (|o,—« Te) log | P,| 
[nach (12) 
„Stationäre Dämpfung“ = | Im(k,)|-« =— log| P, |, 


(14) 


so gilt also, wenn (11) erfüllt ist: 
(15) 


Da dann die Zeit um T ~ T? physikalisch i in keiner Weise aus-_ 
gezeichnet ist, dürfte es kaum sinnvoll sein, sie wie Brillouin 
als Signalzeit von « anzusehen, ebenso wenig wie die beiden __ 
zu Beginn des Paragraphen vorgeschlagenen Definitionen. Wil _ 
man unter den vorliegenden Umständen diesen Begriff über- __ 
haupt aufrecht erhalten, so wird man sinnvoll unter Bignalzeit — a 
die (nur ungefähr zu bestimmende) Zeit 7, bzw. 7, verstehen 
müssen, zu der 


(16) Br ( (7, a) sap Bat 

ist; denn von da ab wird (vgl. z. B. Fig. 4) PP, während 
merklich vorher P, der Frequenz nach gar nicht, der. ‘Avpliteds 
nach nur wenig von der genauen Lage von « abhing. — So- 
lange indessen (11) noch nicht erfillt ist, gilt nach Fig. 4 
und (5), (6): 

(17) +Cy\k,”|2, 

wobei C von der Ordnung 1 ist; Z, entspricht dann also un- 


gefähr dem Ende des Hauptübergangs des verlustlosen a - 
[I (123), (132), 

Falls x,,=K’, View genügend groß ist [vgl. 
verhält sich 2 der Signalablauf i im Hauptteil wie der eines 
Signals mit komplexer oder in einem S-Gebiet gelegener 


(vgl. I 8 5): er ist wesentlich flüchtiger Natur; ein stationärer 
der a stellt sich erst als 


= 


5 
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For 
„Signalschwanz“ mit kleiner Amplitude ein. Unter diesen Um- zipi 
ständen ist es Geschmacksache, ob man den Begriff der bed 


Signalgeschwindigkeit, der dann sinnvoll nur durch 1/7, (16) verl 


definiert werden kann, überhaupt noch anerkennen oder als best 
nichtssagend fallen lassen will, wie es z. B. Pollaczek in L7 Sigt 
tut; jedenfalls wird er mit wachsendem x,; immer farbloser, da lust 
der Signalablauf dann wesentlich vor 7, vor sich geht. Nac 
Sein Charakter unterscheidet sich dann in prinzipieller (18) 
Weise von dem in verlustfreien Systemen: Die Bedeutung der 2 
Frequenz « tritt immer mehr zurück, die Quasilatenzzeiten 
werden zu den markanten Zeitpunkten, während die rasche § 
Amplitudenänderung in der Aufschaukelperiode um die Signal- 
zeit unterbleibt; die Dispersionsverzerrungen bekommen neben 
einer Verzögerung den Charakter einer Verschmierung des nun 
Ausgangssignals und sind roh durch eine „Verzögerungs-“ und Gre 
eine „Integrationszeit“ zu beschreiben, die, im Gegensatz zur (Ob 
Signal- und Aufschaukelzeit in verlustfreien Systemen, von Vor 
gleicher Ordnung in x und in gewissem Grade unabhängig von « pfla 
sind. Damit nähert man sich stetig den nichtstationären Vor- wen 
gängen in Systemen von sehr allgemeiner, aber anderer Art als ger: 
den hier untersuchten; sie enthalten im Gegensatz zu diesen in hin 
erheblicher Weise energiedissipierende Elemente und seien als 
„verzögernde und integrierende Schaltungen“ bezeichnet. Charak- von 
teristische Beispiele für sie sind das Thomsonkabel, aber auch bzw 
das Verzögerungsrelais oder die im Echosperrer') wirksame Ig 
Impedanz bzw. auf anderem Gebiet der wärmeleitende Stab. sier 
Die Ausgleichsvorgänge in ihnen sollen an anderer Stelle (oy 
untersucht werden. — Charakteristisch fiir diese Verwandt- aus 
schaft ist auch der EintluB der das System abschließenden uns 
Impedanzen, der bei geniigend langen verlustfreien Systemen freq 


gering ist (vgl. I § 5), dagegen bei Vorherrschen der flüchtigen 
Vorgänge erheblich sein kann. 

In der für die Art der Ausbreitungsvorgänge maßgebenden lieg 
Größe «,,; (11) ist k,, jedenfalls ein gewisses Maß für die tive 


Dissipation, Vk,” für die Dispersion des Systems (vgl. I § 13), We 


also Kai eine Art Däm 
Vk ” 


pfungsmaß. Es ist nun von prin- 


BER 
a 
sey 
3 
x 
Vgl. Li 
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zipieller Bedeutung, daß x,, auch mit Vz wächst. Denn das 
bedeutet, daß es bei noch so geringen, aber endlichen System- 
verlusten eine gewisse — natürlich nur größenordnungsmäßig 
bestimmte — „kritische“ Eindringtiefe gibt, von der ab die 
Signalfortpflanzung in der eben beschriebenen, von der in ver- 
lustfreien Systemen völlig verschiedenen Art vor sich geht. 


Nach (11) gilt für diese Tiefe: he ne 


§ 5. Anwendung auf den Spezialfall, daß die Hauptfrequenz 
nahe einer unteren Grenzfrequenz liegt 


In (18) besteht noch eine Abhängigkeit von «. Es ist 
nun klar, daß x... rasch abnimmt, wenn « in die Nähe einer 
Grenzfrequenz rückt, da dann | P,| entsprechend klein wird 
(Übergang ins S-Gebiet), also — bei festem z — die flüchtigen 
Vorgänge immer mehr überwiegen. Wie dann die Signalfort- 
pflanzung im einzelnen stattfindet, soll zum Abschluß als An- 
wendung der entwickelten Theorie kurz untersucht werden, da 
gerade dieser Fall noch recht ungeklärt ist (vgl. den Literatur- 
hinweis am Ende von § 1)). 

Zunächst ist es nach den Ergebnissen des Vorangehenden 
von vornherein klar, daß bei Lage von @ nahe einer oberen 
bzw. unteren Grenzfrequenz ®, bzw. wy [nach Satz III von 
I 84 Nullstelle bzw. Pol von k?(w)] die verlustfreie Ideali- 
sierung, nach der T,=K(«e) [I (77)] wie bzw. 
(oy — @)-** co werden müßte (vgl. L 5), keinesfalls mehr als ; 
ausreichende Näherung anzusehen ist. — Wir beschäftigen 
uns zunächst mit dem Fall, daß @ nahe einer unteren Grenz- 
frequenz 


(19) O,=a,+ id, 


liegt; die Fälle einer oberen, wy, sowie eines Gebietes selek- 
tiver Absorption sollen danach nur kurz behandelt werden, 
Weiter wird vorausgesetzt, daß w, eine „isolierte Gren- 
frequenz, d.h. ihre kleinere Entfernung |®,| von ihren Nachbarn 
groß gegen Ö, ist: 


(20) 
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Dann gilt in einem Bereich us 
die Naherung : 
(22) k=kyo—o, [vg 
(22a) k, = |k,|e*%; 
Die Lage von & beschreiben wir zweckmäßig ouch eine 
Winkelfunktion tg oe: 


a- W@W, e 


für tgo=0 liegt dann « unterhalb w,, für ge>0 „im 
D-Gebiet“; die Untersuchung erstreckt sich gemäß (21) auf 
den Bereich: 


(24) |tgo| nicht >1. 
Der Index & wird entsprechend (23) durch o ersetzt. Wir 
berechnen den Term P, des Sattelpunktes nahe @,, der 


wegen des Faktors —— im allgemeinen der Hauptterm P, 
sein wird. Nach (22), (23) wird: 
[wt—k, « Vo -o,] 


Po. = 
2ni 
(Sa) 
(25) int f: te-2,2y5,y 
e—tggt+i 
(Sa) 
mit =“. Der Sattelpunkt liegt bei 
2 
(26) 
t 


Da nach (21) wegen der Näherung (22) |e, le C bleiben u 
also nicht |&,|>1 werden darf, Ara man zweckmäßig die 


numerische Zeitvariable 
t 


ein, die dann von der Größenordnung 1 sein wird, weiterhin 
die numerische Dämpfung: 


For 
unc 
(29) 
sow 


(30 


alsc 
(29 
wäl 


(31) 


err 


att 
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(29) 


sowie 


6, Ole- 2 


e-—tgoti de, 


Sa 
während sich in elementarer Weise die stationäre Dämpfung zu 


81) = — In| = 
errechnet, speziell fiir o, = 0: 

Be _,/1—sing 
Gis) 8, N 2 cos 


Die Integration von (29) läßt sich einfach durchführen, da 
sich bei Einführung der längs der Sattelpunktsfallinie reellen 
Variablen v: 

(82) e—:,—2Ye, -(ve—Ve,) = (Ve— = iv’ 
[vgl. hierzu I (85)] ¢ geschlossen durch diese ausdrücken läßt. 
Da in (25) von der im betrachteten Gebiet (21) zulässigen 


Näherung (22) Gebrauch gemacht wurde, liegt hierin im Grunde 
genommen eine Anwendung der in I $ 11 (90) beschriebenen 


| —+ de, 


‚Rn 

‘7 


Auf der Fallinie durchläuft v den reellen Wertebereich BR 
— bis +00, nach (32) ist also deren Gleichung: 


2 
| ; o =reell. 
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und erhält damit: = 
i 
— = 
id 
XUI 


Das sind für verschiedene bzw. ¢, Parabeln mit w, 


als Brennpunkt und dem Parameter de (1 — sin 20); v ist 


negativ auf dem Kurventeil, der vom Sattelpunkt aus zur 
reellen Achse zugeht. Fig. 5 zeigt die Gefällekurven für 
20, =— 0,05; V bedeutet den Verzweigungsschnitt, die Pfeile 
die Integrationsrichtung (vgl. auch I Fig. 16). 

Der Charakter des Signalablaufs hängt nun nach $ 4 
wesentlich davon ab, ob (33) zu allen Zeiten + durch gewöhn- 
liche K Sa II-Integration (I § 11) auswertbar ist, oder ob ein 
Übergangsgebiet und 
damit zu definierter 
Zeit |P_| auftritt, d.h. 
ob man sich in unter- 

oder überkritischer 
Tiefe befindet; im 
ersten Fall wäre nach 
= Sattelpunkte mit Falliniien = 
in der w-Ebene nahe a, 

Definition 9 * anzu- 
sehen, im anderen 
#,, bzw. dieselbe überhaupt offen zu lassen. Von vornherein ist 
klar, daß bei negativem tgo, wenn also & „im S-Gebiet“ liegt, 
der zweite Fall vorliegt, da (vgl. Fig. 5) die Gefällekurven die 
reelle Achse zweimal schneiden, also das Gleiche 7° zu zwei 
Frequenzen + tgo gehört, von denen indessen — tg 0 nach (31) 
eine viel -héhere stationäre Dämpfung hat. — Das numerische 
Kriterium, ob allgemein Fall 1 oder 2 vorliegt, ist I (58), 
(114a), (122); angewendet auf (33), lautet es 


(34) 4ß,$v,? < 2,66 oder > 2,66, 
wobei #= #* und v, der Konvergenzradius der Potenz- 


entwicklung pi Beifunktion in (33) von v=0 aus, also der 
negative der beiden v-Werte ist, für die in Fig.5 die Fall- 


Fig. 5 


=coso|le—g|=1 trift. Man 

findet sowohl 9,* wie v,, indem man (32a) für e=tg0 — 1 
bei Berücksichtigung von (30) nach 9 auflöst und den Imaginär- 


teil gleich 0 setzt. Diese Rechnung gibt bei Benutzung 


linie den Kreis 
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6:=0 


Kurve I: af -Kurve (überkriti- 
sche Signalzeit fiir sehr 
groBe Tiefe). 

II: Brillouin sche Signal- : 
zeit 9,* (unterkritisch. 
„ III: Überkritische Signalzeit 4, 
für 8, = 10. 
: Uberkritische Signalzeit >, 
fiir 8, = 100. 


: Kritische numerische 
Dämpfung ß, 


2 1 0 2 3 


Sehaubild fiir die charakteristischen SignalgréBen 


Fig. 6 


Wir vernachlässigen der Einfachheit halber die Korrektur- 
glieder f,, f, und erhalten für (34): 


(37) Berrit ~ 5,32 Lerit = [nach (28)]. 
1 - sing | k,| VB. 

Es bleibt noch die Berechnung von #,. Nach (16) benötigt 

man hierzu | P,,| =| P,|; da nur die Größenordnung interessiert, 

beschränken wir uns auf das Hauptglied und erhalten für 


dieses Ausfiihrung von bei v = O in der 
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a) 
in = 2 
. EN J 
(Fats - 
er 
m \ - 
| | 7 
1) = 
he | 3 
er 
1 
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ng ' (38) P,,| = 
XL 


MAG 


Damit ergibt sich nach (16) für F, die transzendente Gleichung: 

2 2 at 2 
baw. fiir o, 


(39a) — log 378. (se - 


cos @ 


Diese Ergebnisse sind in Fig. 6 zusammengestellt. Man 
sieht, daß die ,- Kurve [Signalzeit in überkritischer Tiefe] 


um so weniger unter der 2 a -Kurve liegt, je größer ß, (in 


Kurve III: £, = 10, in IV: 8, = 100) ist. Ihre Gültigkeit hört 
mit der von (38) für die Frequenz tgo auf, bei der 8, ~ P;xrit 
ist (Kreuz auf Kurve III: tgo ergibt sich aus dem betreffenden 
Punkt der tge@ — f.xrit-Kurve); von da ab erfolgt ein Über- 
gang — gestrichelt nur qualitativ! — zur #,*- Kurve, der 
Brillouinschen Signalzeit. Bei großem ß, bzw. x liegt dieser 
Punkt im Einklang mit § 4 weiter im D-Gebiet, als der Reich- 
weite von (21), (22) entspricht. 


§ 6. Lage der Hauptfrequenz nahe einer oberen Grenzfrequenz 


und einem Gebiet selektiver Absorption (Resonanzfrequenz)') 


In analoger Weise wie in 85 geht man in dem Falle 
vor, daß in der Nähe einer isolierten oberen Grenzfrequenz 


(40) @y = 
liegt. (22)—(24) lauten hier: 


ky 
(42) k= [nach I (69)]; ky = [ky ow; on <1; 


we = | tg o| nicht 
N 


1) Anmerkung bei der Korrektur: Es sei hier auf eine in- 
zwischen erschienene Arbeit von D. Elert (Ann. d. Phys. [5] 7. S. 65. 
1930) hingewiesen, in der Einschwingvorgiinge in optischen Medien ein- 
gehend untersucht werden, allerdings nur für den Fall, daß die stationären 
‘ _ Frequenzen weit von Gebieten ae Absorption — liegen. 


For 
of 
‘ 
Sy 
erh: 
— 
(44) 
SOW 
5 
sind 
i aus 
(48) 
Die 
(29a 
Fall 
i 
a sich 
funkt 


[0] 


N N 
e 
Sa 


45 ¢ 


Der Hauptsattelpunkt ey, ergibt sich damit als Hauptwert von 
2ioy 


3 


- e 


während die beiden Nebensattelpunkte und &yrır, die nacl 
189 [(70a) sowie Fig. 9] für den Signalverlauf unwesentlich 


sind, die Nebenwerte von (47) sind. Mit (45) und (47) erhält man 


mt e— (ge + 4) 
a 


Die Auswertung von P, ist insofern mühevoller als die von 


Fallinie reellen Variablen »: 


(49) 42 (7 Ze) 


funktion ist hier, wie die Anwendung des Kriteriums I (111) lehrt, nicht 
statthaft! 


. . . . 
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rs 
erhält man entsprechend (25) durch Einführung der Variableı 3 
pfung Ay analog (27,28); 
Br 
Pi 
(32) entsprechenden, längs m = 
a 
sich & durch v mittels einer Gleichung 3. Grades ausdrückt'); fee es 
1) Eine K Sa II-Integration unter Potenzentwicklung der Exponenten- i 


doch werden wir sie für unseren Zweck nicht vorzunehmen 
brauchen. — Indem wir der Einfachheit halber oy vernach- 
lässigen, erhalten wir nach (49), (47) für die Sattelpunktsfallinie 
in der Variablen & Gleichung: ee 

- — =— iv’; v = reell. 


60) We 


Fig. 7 zeigt ihre Gestalt als Analogon zu Fig. 5 für ver- 
schiedene #, wobei auch die Nebensattelpunkte und ihre 
Gefällerichtungen angedeutet sind. Nach I §9 (vgl. Fig. 11 
bis 16) mündet sie von unten in horizontaler Richtung nach wy. 
re Ihr Schnittpunkt 

mit der reellen 
Achse findet bei 
e=tgo-+i statt; 
indem man dies in 
(50) einsetzt, findet 
man wieder durch 
Trennung von Real- 
und Imaginärteil 
die Brillouinsche 
Signalzeit 95 sowie 
den Konvergenz- 
radius vo, der Po- 
in der w-Ebene nahe ay Polfunktion in (48) 
Fig. 7 Hr von v=0 aus. 

Daraus ergibt sich 

wie in (34), (37) die kritische Tiefe 2,,i:, bzw. kritische numerische 
Dämpfung Ay,,.., also ungefähre Gültigkeitsgrenze von 9, als 
Funktion von tg 9: 


(51) a 


In Fig. 8 sind für oy=0 als F unktionen von tg 9 zusammen- 


gestellt: #2, sowie das sich in elementarer 
by 

Rechnung zu: 

(52) 25 V2 cos g (1 — sin g) 


RER und nom (16) ı und ea ae wie im Fall », den Ver- 
| 


(53) 
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lauf von für große By asymptotisch darstellt. Wie man 
erkennt, liegen die Verhältnisse — abgesehen von der wegen des 
Funktionscharakters (42) bei wy nicht vorhandenen Symmetrie 
von 9 um tg @ = 0 — qualitativ ganz ähnlich wie im Falle w, 
(Fig. 6), so daß sich eine besondere Diskussion erübrigt. Es 
sei nur darauf hingewiesen, daß eine Grenzfrequenz wy als 
Unendlichkeitsstelle eine viel stärker dämpfende Wirkung hat 
als w,: Bei etwa gleichen u enpuniened ö, und dy zeigt ein 


60}- 45 
50 
7 
2-05 
%0+r 
oLo 


Vergleich von (28) und (46), daB die kritische Tiefe nahe wy 
schon bei viel größerem tg go, d.h. bei weiter im D-Gebiet 
liegenden Frequenzen erreicht wird als bei o,. 

Ein isoliertes Gebiet selektiver Absorption, wie es in der 
Optik ein Absorptionsstreifen um eine „Resonanzfrequenz“ w 
darstellt, ist in unserer Terminologie ein von den anderen hin- 
reichend entferntes schmales S-Gebiet: Die Drude-Lorentz- 


N. 


Schaubild für die charakteristischen Signalgrößen 
nahe einer oberen Grenzfrequenz oy 


Fig. 8 


0 


Kurve I: 2—— fe - Kurve (über- 


kritische Signalzeit 
für sehr große Tiefe). 

„ ll: Brillouinsche Si- 
gnalzeit 9,* (unter- 


kritisch). 
» III: Kritische numerische 
Dämpfung 


pa, 


sche Theorie liefert die allgemeine Dispersionsformel}): 


(53) 


Vel. 


zB. L4, 8. 93. 


en 
ue 
re 
kt | 2 | 
t: 
1 
: 
| 
il 
» 
1e 
- 
3 | 
‘h 
1e 
ls 
4 
4 
hy 
Abe 


worin =4aN,—* und 
m,, 


N, Zahl der Traiger pro ccm 


m, Masse der x-ten Trägerart 


a, Kigenfrequenz „ 


0, Eigendämpfung „ 


bedeuten. 6 ist bei einem schmalen Streifen <a; innerhalb 
des betrachteten kleinen Gebietes | Aw| < ®, um diesen Streifen 
mit der Resonanzfrequenz w, = @,+ 10, sind alle anderen Terme 
nahezu konstant; ihr Einfluß bei w, äußerst sich in einem unter 
der Voraussetzung 0, < «, (verlustarmes Medium) praktisch rein 
reellen Brechungsindex n,. Dann erhält man mit 


(64) k= (2, = Ätherwellenlänge von ®,) 


und 


das bedeutet ein kurzes S-Gebiet mit 


(56 a) oy =o, und 
Die wy werden hiernach als Eigenschwingungen eines Systems an- 
zusehen sein; dies wurde bereits früher in I § 13 bei (163) nahe- 
gelegt. — Die Voraussetzung der isolierten Lage verlangt nicht 
nur 0,<,, sondern auch yd,<,. 0, und y sind die beiden 
für Breite und Intensität des Streifens maßgeblichen Größen. 
Hier interessiert besonders y ~ 1, da y>1 dem schon be- 
handelten Fall isolierter Grenzfrequenzen entspricht und y <1 
ein Verschwinden der Streifenintensität bedeutet. Wir werden 
speziell die Werte: y = 0,2, y=1 und y=5 als „schmalen, 
mittleren und breiten“ Absorptionsstreifen zugrunde legen; bei 
y=5 ist dann bereits Ähnlichkeit mit einer Kombination der 
in Figg. 6 und 8 zusammengestellten Ergebnisse, bei y = 0,2 
dagegen weitgehe Symmetrie um ®, zu erwarten. 


Das ¢ 
Zeit 
(59) 
und | 
(60) 
Die ( 
(61) 
sie h 
punkt 
nach 


frequ 
plexe 


dar, 
der } 


(62) | 


Die | 
reelle 
(63) 


Für | 
reelle 


RT, Fortp 
| 
57 
57) 
einfü 
ex 
(68) 
a 
Ei; als Näherung von (53) im genannten Bereich | 4o|: 
(Bt k wk, IE 7% ; 
we 
j 
! 
— 


(57) 


einführt, wird mit «= * 3 

0 

e 
Por 
(58) 
e wot e 
2 ni e— — i) 
Sa 
Das gibt wiede 
Zeit 
0 
und numerischen Dämpfung 
(60) Bo = kur. 
Die Gleichung fiir die Sattelpunkte e, lautet dann: ee 


sie hat vier Wurzeln, davon zwei reelle, die beiden Hauptsattel- 
punkte, die für #-—> oo von links nach & = 0 und von rechts 
nach <= y, also von den D-Gebieten her nach den Grenz- 
frequenzen streben und als &,, &,, bezeichnet seien; die kom- 
plexen Wurzeln stellen wieder die belanglosen Nebensattelpunkte 


dar, die unter + = nach ¢=0 laufen. (58) wird nunmehr von 


boo 


| e 
(62) IP 7 “e— (ige — de. 


der Form: 


@o| 
Sa, + Sa, 
Die hierin analog (32), (49) einzuführende, längs der Fallinie 
reelle Variable v ist: 


(63) ivt=(e— — (1-4 -yı-2). 


Fir ¢ = tg@ —4 ergibt sich hieraus der Schnittpunkt mit der 
reellen Achse, also w Trennung von Real- und 
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Imaginärteil die Brillouinsche Zeit # und der Konvergenz- 
radius v,; daraus wie in (34), (37) und (51) die kritische Tiefe 
bzw. numerische Dämpfung: 

5,32 
(64) 


[Die transzendente Gleichung für 9, lautet: 
V eos V1+ (tg9—7)?+ (1—ysin gcosg) 


0 


\ 
N 
* 
Brillouinsche (unterkritische) und asymptotische überkritische 
Signalzeit in einem Gebiet selektiver Absorption bei y = 1 


Fig. 9 


IN 


Für die stationäre Dämpfung erhält man auf elementarem Wege: 


(65) = Voos o —y sino 6080; 


analog (39) große ß,: 
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NZ. Da die Ausführung dieser Rechnungen sehr langwierig ist, 


iefe § beschränken wir uns hier auf die Wiedergabe von 9% und ~ 
2 y he Figg. 9 und 11 zeigen den Verlauf dieser Signalzeit- 
größen für die drei obengenannten Fälle: y=1, y=5, y=02. 
Während y = 5 bereits dem Fall isolierter Grenzfrequenzen 
ähnelt, kommt in y= 0,2 der Charakter der „Resonanzfrequenz“o, _ 
|. | é 
| 
M | \ 
) - Re 
773 
1 
10}— \ 
8 
\ 
| 


Brillouinsche (unterkritische) und asymptotische tiberkritische —__ 
Signalzeit in einem Gebiet selektiver Absorption bei y=5 


in einer fast vollständigen Symmetrie um tgg = 0 herum zum 
Ausdruck; y= 1 zeigt den Übergang zwischen diesen beiden __ 
Fällen. Mit der Größe von y steigen Dispersion und Dämpfung © 
an, wie ein Vergleich der Größenordnungen in #/2y zeigt. 
Der Verlauf von #,,., Ware, wie in Figg. 6 und 8, qualitativ 


6: 


reziprok zu dem von 2,58. Die Gestalt der 9)-Kurven ist En ig | 
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u wie bei Brillouin (L2 Fig. 19); die Größe desse 
von 7 scheint dort zwischen eins und fünf zu liegen. sind, 
Die §§ 5 und 6§ in gi 
zeigen, in welcher § ablau 
Weise infolge der Sy- § Art, : 
stemverluste der stetige § frequ: 
Übergang zwischen den f behal 
Eigenschaften der D- § Aufsc 
und S-Gebiete in der § fällt. 
Umgebung von Grenz- § her ii 
frequenzen, der bei ein- 
geschwungenen Vor- 
gängen lange bekannt 
ist, bei nichtstationären 
Vorgängen stattfindet, 
Die durch die voran- 

Brillouinsche (unterkritische) und der verallgemeinerten 
asymptotische überkritische Signalzeit Signalzeit und kriti- 
in einem Gebiet selektiver Absorption schen Distanz gewinnen 
hierbei infolge der 
weitergehenden nume- 
rischen Durchführbarkeit dieser Fragen an physikalischer 
Anschaulichkeit. verlau 

größe: 

Zusammenfassung statio: 

Geht man bei der Untersuchung der Signalfortpflanzung N 
von der dissipationsfreien Idealisierung zu verlustarmen Systemen § die S 
über, so erfahren die Ergebnisse der verlustfreien Theorie’), § der N 
abgesehen von hinzukommenden Dämpfungsfaktoren, praktisch # sorpti 
keine Änderung, wenn man flüchtige und stationäre Signal- f gangs 
anteile getrennt betrachtet. Trotzdem kann der aus beiden § lassen 
gemeinsam bestehende Signalablauf völlig anders als dort ver- f risch 
laufen. Die Ursache dafür liegt in der Eigenschaft der hier | —— 
komplexen Signalfrequenzen (Sattelpunkte der komplexen Fre- 1 
quenzebene), Frequenzen minimaler Dämpfung zu sein. Infolge- 


bei y = 0,2 
Fig. 11 


Vel. den I. dieser Arbeit, Ana. d. s 1930. 
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dessen werden die stationären Anteile, deren Frequenzen reell __ 
sind, relativ stärker gedämpft als die flüchtigen, so daß diese — 
in großer Entfernung den dann völlig andersartigen Signal- 
ablauf allein bestimmen. Derselbe wird dann von der gleichen 
Art, wie in verlustlosen Systemen bei Signalen, deren Haupt- _ 

frequenz in einem Sperrgebiet liegt: Die Quasilatenzzeiten !) i 
behalten ihre Bedeutung, während die Hauptepoche der raschn __ 
Aufschauklung zur stationären Amplitude (Aufschaukelzeit) fort- 
fällt. Damit wird auch der von der verlustfreien Idealisierung 
her übernommene Begriff der Signalgeschwindigkeit gegenstands- 
los; als Signalzeit kann allenfalls, aber in anderem Sinne, dr __ 
relativ späte Beginn des „Signalschwanzes“ angesehen werden, ES 
bei dem der stark abgeklungene Signalablauf in den statinären 

Zustand übergeht. Auch eine früher von Brillouin vor- © 
geschlagene Definition der Signalgeschwindigkeit erweist sich 
hierbei als zu wenig allgemein. 

Die entwickelte Theorie gibt die quantitative Darstellung 
der Signalfortpflanzung in verlustarmen Systemen und enthält 
insbesondere die kritische Diskussion des Begriffes und Wertes 
der Signalgeschwindigkeit in Abhängigkeit von der Eindring- 
tiefe. Sie lehrt, daß es bei noch so geringen, aber endlichen 
Systemverlusten stets eine endliche „kritische Tiefe“ gibt, von 
der ab die Signalgeschwindigkeit gänzlich von der des verlust- 
losen Systems abweicht und bedeutungslos wird und der Signal- 
verlauf wesentlich flüchtiger Natur ist; die Größe dieser — nur 
größenordnungsmäßig bestimmten — Distanz als Funktion der 
stationären Frequenz wird angegeben. 

Schließlich werden als Anwendung der allgemeinen Theorie 
die Sonderfälle untersucht, in denen die Hauptfrequenz in 
der Nähe von Grenzfrequenzen oder Gebieten selektiver Ab- 
sorption liegt. Diese nichtstationären Vorgänge im Uber- 
gangsbereich zwischen Durchlässigkeits- und Sperrgebieten 
lassen sich in vollständiger Weise, z. T. weitergehend nume- 
risch beschreiben. 


1) Vgl. den I. Teil dieser Arbeit, Ann. d. Phys. [5] 6. S. 295. 1930. 
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